S,

SRR
EJERCGITDO 'i?'f-_}?ARGBNTINO

5 )
‘:;‘“:'

DIRECCION GENERAL

DEL

INSTITUTO GEOGRAFICO MILITAR

PUBLICACION TECNICA N° 13

GENERALIZACION DE LA LEY DE PROBABILIDAD
DE LOS ERRORES DE OBSERVACION

BUENOS AIRES
1048



T

@ fl.., -
ot AT










GENERALIZACION DE LA LEY DE PROBABILIDAD
DE LOS ERRORES DE OBSERVACION






2
EJERCITO f5 “ARGENTINO
=y

==
gy
T

DIRECCION GENERAL

DEL

INSTITUTO GEOGRAFICO MILITAR

PUBLICACION TECNICA N° 13

GENERALIZACION DE LA LEY DE PROBABILIDAD DE LOS ERRORES
DE OBSERVACION

BUENOS AIRES
19438



S PROPIEDAD DEL INSTITUTO
GEOGRATICO MILITAR
LEY 11.723



PROLOGO

En todas las ciencias de observacion y, particularmente,
en el campo de la geodesia, la geofisica y la astronomia, es
de singular importancia el examen profundo de la precision
de los resultados obtenidos. Con esta finalidad, fundoé Gauss
su teoria de la probabilidad, cuyo fruto se condensa en la
conocida funcion que lleva su nombre

I') i r?"""z',
= T?r

de la que deriva el método de compensacion de los minimos
cuadrados, que constituye el nticleo central de esta clase de
investigaciones.

Partiendo de esta formula, el Ingeniero Civil - Asesor
Téenico de la Division Caleulos, Sub - Inspector D. Guiller-
mo Riggi O'Dwyer, ha hecho el interesante estudio critico
motivo de la presente publicacion, que la Direccién General
del Instituto Geografico Militar tiene el agrado de someter
a la consideracion de los sefiores geodestas.

Buenos Aires, marzo de 1948,

OTTO H. HELBLING

General de Brigada
Director General del Instituto Geografico Militar.






GENERALIZACION DE tA LEY DE PROBABILIDAD
DE LOS ERRORES DE OBSERVACION

1. Objeto: Universalmente se admite que los errvores casuales
que afectan toda medicién tienmen una probabilidad expresada ana-
liticamente por la ley de Gauss:

P =t g (1)

donde h lamada ““mdédulo de precision’’, es eavacteristica para tfoda

la serie de erroves resultantes de la miltiple medicion de una magnitud.
Tia expresion (1) define la funcién de la probabilidad; la proba-
bilidad de que un error x esté comprendido en un entorno dx, serd:

h

™

d P = e~vaagy (2)

que es la probabilidad elemental.

La funcién de probabilidad de Gauss tiene una falla muy grande;
ella admite la posibilidad de errores infinitos como resultado de medir
magnitudes finitas,

Inmediatamente se percibe que es absurdo admitir tal hipdtesis,
asi como concebir que el error de medieién pueda resultar igual o
mayor que la magnitud medida.

Es evidente que en toda medieién debe haber un error miximo
admisible y que la ley de probabilidades de los ervores debe expresarse
en funcion de este error.

Hallar una ley de este tipo, es el objeto de este trabajo.

2. Desarrollo: Basaremos este estudio en algunos resultados
experimentales; lamaremos L a la verdadera magnitud del grandor

:
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que se mide, I a su valor mis probable, z al error casual verdadero
v v al desvio, siendo 1 una leetura efectuada.

=L —1 (3)
v =TI, —1 (4)
De aqui resulta:
- e ==L =L, =K (5)
valor constante va que L y L, son valores fijos, .
Linego :
r=v+K | (6)

expresion que nos dice que un error verdadero x es ignal al eorres-
pondiente desvio », inerementado en un error constante K que puede
ser positivo o negativo,

Las leyes de distribucidn de los errores = y de los desvios v
serdn similares, pero referidas a origenes desplazados entre si en la
cantidad K.

La experiencia demuestra que los desvios obtenidos contra el va-
lor mas probable, se agrupan en torno al origen, observandose que:

a) Se presentan tantos desvios positivos, como mnegativos.

b) Son mas numerosos los desvios pequenos, que los grandes.

jo)| punto a) nos diee que los desvios positivos y los negativos,
abstraceién hecha de su signo, son igualmente probables; luego, la
probabilidad de los desvios positivos serd igual a 14, lo mismo que
la de los negativos. )

El punto b) nos dice que los desvios mas proximos a cero son
los mag probables y que a medida que aumentan de tamafio, su pro-
babilidad disminuye; los desvios maximos, positivo y negativo, tendrin
una cierta probabilidad gue no serd nula, aunque si muy pequefia.

Pero todo desvio mayor que el méaximo, no tendrd probabilidad
de presentarse. '

El punto b) nos dice también que si @ (») dv es la probabilidad
elemental de los desvios y ¢ (») la funcién de probabilidad, esta
tendrd su mdximo en coincidencia con el origen de los desvios; el
punto a) expresa que la funcién @ (v) es simétrica con respecto al
eje que pasa por dicho origen.



Lia funeion @ (v), de acuerdo a lo dicho y a los resultados de
la experiencia, tendrd la forma que ilustra la figura 1, y estard
limitada entre los desvios méximos vy y — vy. Puesto que sobre el
segmento - vy ¥ — vy deben estar todos los desvios, es evidente que
la probabilidad de que un desvio caiga entre estos limites debe valer 1.

— iy e Wy

Le

g1

+
e ’gc{r:)rlu = 1 (7)

— Um

Para los errores verdaderos x, que se diferencian de los desvios
en una constante K, se tendrd una ley de distribuciéon analoga, des-
plazada con respecto al origen de los desvios, de nna cantidad K.

Se tendra igualmente dos errores maximos -+ ay y — Ty, una
ley de probabilidad ¢ (z) y de igual modo:
+ Xu

: [ o(x)dz = 1 (8)

— XM

Un error de observacién es, en realidad, el resultado de una
eran cantidad de errores elementales ¢ , cada uno de los cuales es
originado por uno de los elementos que intervienen en la medieién.

Asi, por ejemplo, cuando se bisecta un punto eon el reticulo de
un teodolito y se lee en el cireulo horizontal, la direeciéon correspon-
diente a esta leetura estard afectada de un error verdadero final x;
pero el valor de x dependerd del error de biseccién, del error de
colimacién, de la i.uclinacign de cada uno de los ejes, del error de
“yun’’ de cada microscopio, de los errores de los tornillos micromé-
tricos, de los errores de biseceidn de los trazos del cireulo, del error
de cada trazo de circulo bisectado, de los errores de desplazamiento
de la visual por efectos de la refraccion, ete,



Cada uno de estos errores elementales ¢ influird sobre el ervor
total & segiin su magnitud y signo; en general, podremos poner:

o= e b o s b + €, (9)

s evidente que, si estando presentes en una medicion los erro-
res ¢ que figuran en la expresion (9), todos ellos son positivos, el
valor de « serda el maximo admisible a3 ; pero si todos ellos hubie-
ran sido negativos su suma (9) hubiera expresado el error miaximo
negativo — .

Luego:

i T ey Mg cazer = Ty (10)

Supongamos que uno de estos errores, el ¢ por ejemplo, hubiera
sido negativo y los restantes, positivos; tendriamos:

_::’_-:—-fl 4- 62+€3 ...... +Em
0 sed

=z — 2 e (11)

si el error elemental negativo hubiera sido e se hubiera obtenido
otro error r, dado por

& - T T 2 €2

y como eualguiera de los ¢ pudo ser el negativo, resultardn posibles
n errores z; definidos por

= Ty — 2 € (12)

Estos n errores r; son aquellos que comprenden un solo error
clemental negativo.

Si dos errores elementales fueran negativos, tendriamos errores
dados por:

Ty = Iy ™ 2 (E" "|” Ej) (13)

pudiendo ser los errores elementales € y € cualquiera de las parejas
que se pueden formar con los n errores elementales que intervienen,



52 ]

El niimero de errores s serd por lo tanto, el de las combinacio-
nes gue se pueden formar con n elementos tomades de dos en dos,
nin—1)

af
.

0 sea

En general, si ¢ errores elementales son negativos, se tendri:

X = a5 — 2 2 ¢ (14)
5 : ] (1) -(n—i+l)
v el ntimero de errores posibles de este tipo sera __(_7-'4__
7

Cuando todos los ervores elementales resultan ser negativos, o sea,
para t =n la relaciéon (14) nos da

Ty = 0 — 225 = — Tir (15)

que serd el maximo error negativo y del cual habrd un solo valor
posible, ¥a que las eombinaciones de n elementos tomados de n cn n
es igual a la unidad.

Analicemos ahora, como deben ser entre si los errores elementales
¢ ; supongamos tener en una observacion, enatro errores e, e, ¢ ¥
e, con los que se podrdn obtener los siguientes errores a

ry = xrg =+t a T e+ at e Errores posibles- Ny = 1
.l']:_'é‘+fz+£a+t4
S +51_Ez+£3—£4 \,_’,
1 ” S LF St
.1'1—+E1+62‘_'€a+f(
..U|=+E1+Eg+63—'fq
Ts = — & — 6+ & + &
= —& + e — g+ &
= - - i
& a+ e T g 4 r . No=@
1‘4:+él—€2“€3+64
7JH+€1—'63+63'—€4
m=+tat a— g -
X5 = — 6 — o3 — € g
.'r;-,=_el'—eg+ea—t4 ATy = 1
b1 (R} +¥3 T/ 4
= —a T e — &g — 4
=+ a—8a— &

o2 s S R Tt - Sl i i Ny= 1.



Supongamos que unos de los errorves elementales, ¢l ¢, por ejen-
plo, sea muy grande y los otros tres pequenos, Fig. 2; el error
maximo 2y serd representado por el segmento 0A y el méximo nega-
tivo, por el simétrico 04"

Tres de los valores de x, caerian en la proximidad del punto B
y el cuarto, correspondiente a ;= — ¢ 4+ e -} es e, caerda en (’,
del lado de los errores negativos.

De igual modo tendremos en B’ tres errores r, negativos y en €' uno
positivo.

A

* X T "

e o s S 5%
'8

L]
>
=

-3
WO = 2. 1

ks

— x;= Ej+E,+85-8,
1= &l -Eaaly
x, = CI'EZ"ES‘EQ

I|=~f-| +E—2¢£3n 54 —

3 S

Fig.. 3

Si representamoes los 6 errores x, obtendremos otra agrupacion
semejante, sin lograr errores x; en la proximidad del origen; resulta
de esto, que la grafica de la distribucion de los errores tendrd una
forma similar a la que representa la Fig. 3, que no presentard su
maximo para z = 0.

ke s

- Xu o * Xn

Fig. 3

A medida que aumentamos el niimero de erroves elementales ¢; y
tomamos a estos con un tamafo cada vez mas uniforme, la curva de
distribucion se va asemejando a la que resulta de la experiencia, re-
presentada en la Fig, 1.

Por otra parte, es evidente que el observador corregird su ins-
trumento y operard en una forma tal gue ningin error elemental sea
mayor que los restantes; si, por ejemplo, el error de biseccién es de
107, serd inntil corregir los demés errvores hasta redueirlos a fraceio-
nes de segundos, ya que el mayor error limita la precision de la
medida.
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Podemos, por lo tanto, admitir que todos los erroves elementales
son de igual tamafio en las mediciones precisas.
Esto sentado, el error méiximo resultard ser:

I = Z& X Ne (18)

y los errores que contienen i errores elementales negativos, serdn:

Tx; = nie — 2ie = efn — 2i) (17)

De esta expresion general resnlta, para ¢ =0 el error miximo

‘ hn . P
dp = 'y, para 1 = 7 el error nulo E S = Y para t=n el error mixi-
< 5t o

mo negativo ¢, — —x, = — .
El niimero de errores del orden x; serd el de combinaciones que

se pneda formar con n elementos, tomados de i en i o sea,

’
Ni= o (18)

il (n—1)!

Bl niimero total de errores posibles, para « erroves elementales,
Serd:

N =

i

|| t4=

M St o Bl 19
o' imo ilfn—1)! {29/
Si desarrollamos por la serie del binomio la potencia (1 - 17

se tendrd:
n!

L0y . 0 m 2 P L - T
(I+1}" 2 c% + CYy + C + + Gy i ST {n—i)i
(20)

b4

Luego:

N =g (21)

Siendo N; el niimero de errores de orden #; y N el total de errorves
posibles de formar eon n erroves elementales e; la probabilidad de que
un error tenga el tamano x; serd:

N; n! 1
= — = — . - - b ,_'?
8=y T E (%)



Admitida la ignaldad absoluta de los errores elementales, los
N; valores que puedan resultar para 2; serin todos iguales; en la
realidad, los € no serin estrictamente iguales, sino sélo de un mismo
orden, pudiendo diferir entre si en pequefios importes.

De esto resulta que en la practica, los N; errores 2; no serdn
iguales sino de valores proximos y resultardn distribuidos sobre un
entorno.

Sin embargo, todos ellos tienen la misma probabilidad P; dada
por la relaciéon (22).

Lios distintos entornos no seran iguales entre si; por ello, si divi-
dimos el eje z en intervalos y contamos el niimero de errores que real-
mente caen dentro de cada uno de ellos, este ntimero diferird del obte-
nido por edleulo eon la expresion (18).

Esto justifica las anomalias que se encuentran on la praetiea,
que se traducen por un numero diferente de erroves reales del que
se obtiene tedrieamente.

P
DN:
:
\
. ’|‘N‘
1 ]
. :
: i ?Ho
! ! ]
i {
: i :
] j ‘
| o c B A
:
H
: %1
1
)
1
1 oy
1 x'
i
i
1 XO -
'

Fig. 4

Si representamos en la Fig. 4, la grifiea de la distribucién de
errores x;, para errores elementales del mismo orden, obtendremos en
0A, el error maximo ay cuyvo niimero es Noy=1 v cuyva probabilidad

s 3 ¥y cuya i

es ! :
an
En el entorno BC, estarian los # errores #; euya probabilidad es
n! 1 ! 7
Py el ;en el entorno (' D, los — PTTOTES T2

T im—1r e 7.



9

ete. Si en el centro de estos entornos tomamos ordenadas proporcio-
nales al ntimerq de errores que caen dentro de ellos, o a sus probabili-
dades, estas ordenadas seran los valores de ¢ (x), funeién de la pro-
babilidad, dados por la relacién (22).

n! 1
el = P = Tin—i)] iy (23)

Pero como los distintos #; mno son rigurosamente ignales y caen
en diversos puntos de su entorno, teniendo todos ellos la misma proba-
bilidad, podemos reemplazar este diagrama de ordenadas por otro de
superficies, tal, que la superficie del paralelogramo construido sobre
cada entorno represente la probabilidad de los errores que caen dentro
del mismo. Fig. 5.

La altura de cada rectingulo, debera ser igunal a siendo P,

Pt
AI.’
la probabilidad y A z; el tamafio del entorno que comprende los erro-
res de orden a; ; de este modo, al multiplicar esta altura por su base
Az; se obtendrid una superficie igual a P; .

1

El enociente serd la ordenada de la funeién de la probabili-

i

dad ¢ () dada por:

n! 1
Y= il(n—i)  2"-Az Gl

Si todos los errores elementales son del mismo orden, podemos
definir un valor promedio ¢ , dado por
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De:
ey (25)
M

y por lo tanto, el error miximo serd:
Ty = Neé (26)
¥ un error ; :
Xy = Eo(ﬂ-—gl.-) (2?‘)
Dos errvores conseeutivos x; y ;4 , diferirin de:
X — iy = eofn—2i) —ea[n—2(i+1)]
0 sea
T — Tir: = 26 (28)

Este serd el tamaiio medio del entorno de cada error.

Podemos, por lo tanto, considerar cada x; eomo centro de un
entorno comprendido entre (x; — &) y (x;+ &) Fig. 6.

X ies

e

i

En los centros de estos entornos Ax; = 2¢, se tomard la altura
del reetingulo igual a ¢ (z):
n! 1
) = 5 29
¢( ) ‘3!(”'—3‘)! 2"-?50 ( )

que serd la funcién de probabilidad buscada.
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De la relacion (27) obtenemos:

E@gn—I; Ty— Ty
= 30
969 -@Eu ( )

de donde

Ty —X; . b Y i S €+ 2
= = 31
fg € 3 €g .@ € ( )

n—1=mn—

La relacién (30) se podrd escribir:

efzr) = - ,Igen (IMQ;.F‘)';EJ.MQ-;J")/ (32)

.

habiendo desaparecido el término i podemos poner, en general z; =2z
¥y se tendra:

i nfl

o) = g (J'M—x)/(:ry-i-.r)/ (33)

2 €p 2 ;3_— v
La probabilidad P (z) de un error z, serd:
P(J") = q_’,‘(.j") A = !P(x)'géu

0 sea:

n!

P(:c}=—%; (xM—x)/(:m+ﬂ:)/ (34)

2¢ 2¢

Hallemos ahora, la funcién caracteristica de esta ley de proba-
bilidades, definida por: ?

x=++am
e(e) = I e~*P(x) (35)
v=—Xn
0 sea:
wl) [ F= e 1
)= = I e

:\-=__\-.. (ue;-—:c )/( ne.;+:c ) / (36)
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esta relacion puede escribirse, para los distintos valores de z dados
por la relacion (27):

n! [ gne . gck(n—%)

GP(CI) 5= an nl + (“—1).’ -|- ...... + exfn(né’ﬂ)]

0 Sea:

1 -1
ofa) = —g—c"‘"ﬁ* [1 + e~ b ’__2(”2! )c—-cxeu +,,_,+c—2xneu:I

"

y también
1 - n
pfa) = —— "6 (| 4 e—26) (87)

que serda la funeién carvacteristica buscada.

Esta funeién puede también eseribirse:

=& e~ 6

ofa) = (—2—)n= cos" (ieey) = cos™h (ae) (38)

donde 7 es el simbolo de imaginario y cosh el coseno hiperbdélico.
Podemos aprovechar las funciones caracteristicas (37) o (38),
para determinar los distintos momentos y las medias,

En efecto, el momento de orden m esti dado por la derivada
emésima de ¢(a), para a igual a cero

M, = e (o) (39)

d am(xz @)

El momento de orden m no es otra cosa que la esperanza mate-
matiea o valor probable de las a™ :

2.7.‘:." P.'

-
- Ly

Mn = E(im) = (40)

Cuando efectuamos una medicién, el valor a priori de la proba-
bilidad de cualquier error, es la misma; el valor de la probabilidad
definida por la (34), es a posteriori, cuando ya se conoce el valor
del error z,
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Por lo tanto, en la (40) pedemos hacer, habiendo N errores igual-
mente probables

S EBE=NPF
P =P
quedando :
M, = ﬂ e z & (41)
NP N ! .

Es decir que el momento M es el promedio de los errores x
clevados a la potencia m.

Liuego:
PR e bl 5T e 2
N
1 LI 1
o= it 4+ 3t + 2'y 1] 1 Tl
N N
2 P s 2 (42)
M2= Xy +.'Eg +IN +y 1 EI',,
N N
m m 2
i e "™ 4 xa™ G eeeee + xy ncl s gm
m N N ]

La derivada de orden cero de ¢ (a¢) es ¢ (a) misma; luego de
la (38), resulta:

M, = ¢ (Ol)(x_:g) = cas" (0) = ] (43)

Para hallar los otros momentos, hagamos:

= —neos"(iae) i -qsenfiae)ec=0=0 (44)

i = L B (45)
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.

Para hallar M., hagamos

—%:!)- = n(i- &) cos"? (iae) sen® (iae) — n (ien ) cos"(ige) (46)

que, para « — o0 resulta:
M, = ne? ( 47)

Por lo tanto:

My = — = ne&’ (48)

M = 0

My = : = Se*n®—2etn (49)

...................................................

Todos los momentos de orden impar, serin nulos

De los valores hallados para M. y M, se obtiene:

jfz — ﬂ€n2
(50)
M¢ = 31”22—260211[2
Luego:
3 M — M, 3 M; 5
2 = —=-—J{ - 51
€] }?Mz 2 2 .‘gﬂfg { )

conoeidos M, y M, para una serie grande de erroves o desvios, se
podrd hallar con la expresion (51), el valor de &* ¥ por lo tanto,
de la (50) se obtiene

M, B 2 M2 (52)
€” SM:*— M,

n =



El error miximo oM —=ne , serd:

2 M2 V SM% — M,

™= M, — M, 2 M,
0 Sea:
G = b M l/f_% (53)
= [ g M%— M,

Esta tltima expresién permite, para una serie dada de errores,
hallar el error maximo admisible.

En la prietica, los valores de 3, y My serin mal conocidos por
cuanto no se tendrin todos los errores posibles; por ello, esta férmula
serd de aplicacién mas exacta para observaciones repetidas un gran
niimero de veces,

La funcién de la probabilidad definida por la relaciin (33), se
puede expresar mediante la funcion Gamma, integral Fuleriana de
la. especie, haciendo:

G

n!=T(n+1) (54)
De la (33), resulta:

1 I'(n+1)
.@E'M-:‘»Jeur :z:_‘f——:r-i-,?eu)r ty+r+2e
2 ¢ 2 ¢

e (z)=

) (55)

De las propiedades de las integrales Eulerianas resulta que, para
un niimero ¢ dado, se verifica la férmula de Gauss:

H ;
lI‘(a+?)=a(la—1)+I|/97f —fa) (56)
siendo Q;(a) una funcién que tiende a cero enando a tiende a infinito.
Aplieando logaritmos a la relacién (55), resulta:

le(x)=IT(n+1)—1(2-2a) 1T (I__*"‘”g‘-") —ir (’%ﬁfﬂ)
€

259 y
(57)
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si en la (56) hacemos

1
at+—=mn-}1
2
resulta :
a4 =n-+ —1—-
2

¥ por lo tanto:

lI‘(ﬂ—i—I}:(w +_‘_;—)[z(u+ :.T)_ 1} +1|/E;—sz.(n 4%) (58)

"~

si hacemos:

ﬁ{__ :1‘2,]{-[-2(0—2'

2 250

resnlta :

(:
y si hacemos:

1 :I‘M—l-ge-l-ﬂ'

& t—=
2 260
se tendra:
M+t w1 x
= = e 60
260 2 269 ( )

Y por lo tanto, la (57) se podrd escribir

lw(x):(n+—;—.)[l(1?+%)-1]—l(é’" ) 1) Ex -

_(n+1 __:z")l"(?a—i—l S 2 N
2 ?Go 2 260

n41 i w41 T
e = i e ;
(_ 2 +f?€n) ( = ) }%—R

2 ?En




Siendo R la suma de las funciones ;.

Simplificando, resulta:

lqa(;r-)=(n—|- ;) (n—l— < )+—;——l{2"-.‘?eu}-llfﬁ‘21—r—~

"'H_tf_'H Y 1-1-|—1_7:r;)_ n-t1 4
( 2 2¢) \ 2 2e 2

ey

2 2¢
l(’iﬂ+3)—l”“[z+ B }:
| 2 2¢ 2 efnt1)
Tuego
le(z)= (

l

n—|—1 n+1 kS
9 260

a

~

_(-n-}-I +i)3 PR iR
2 .‘J?Eo, Go('n 4 I)

0 sea:

| Z¢(13)=(1¢+;)I(:z+ ; )

/

o z(;en-zea-VE) —("’ji —ﬂ)i)t[l Ly

(25t s
Ry r'l?fn,.

! " +_1'

n+1 (n+1 x )I

(:+1)!(

En(?!+1)_

17
o n+1 i
(= )
-‘2 En‘, -"- Ea
(61)

”J"I—}I[Ik x 1
- e(n+1)

--+-I‘I_F£o(;ikf)l

(62)

2

~

) (H_ _)+__ _l(@.. 26 - l/g.,r)

f ]_
| efn+1)

260
(63)
’H—I)-F—i—
2
a‘ J—
eafn+1)
(64)
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Como R tiende a cero y,

i o ik
z[l_eu(ﬂ—}-l’)]——(en(?z+1)+2592(?1+1)3+ C

iy il xt
3ef(n+1)? % 4 604{n+1)*)+
.' x }_ z 1 z? z

I e =
a(nt+1)| e(n+1) 2e*(n+1)* fe'(n+1)

que son desarrollos convergentes dado que el maximo valor de 2 es:

r=xy=an<e(nt1).

efectnando los produetos indicados en la (G4) y simplificando, resulta:

n+1 + _1 7

l¢(x)=(lrr+é,—4) (n+ a—) (nt1)1

s 2 i 5
~en,-2a) en)——2 L AR AL L,
( d ) 2’ (n+ I) 12et(n-+1)*  30e’(n+1)

(65)

Pasando a los niimeros, resulta:

1 "‘*’{J 1
(”"*" 2) e* iy e
v ol e & g AEFEET) TEeNTD
(”“‘;’)’”" 2 2a)2x
2 (66)

Bsta expresion puede afin simplifiearse, resultando:

) P
n _— 2 r— ”
w(z‘):(__i-_'i_]/_L —(n+1) 2, —_— e

8K (2 K—1)Ef% (n 1)
(n+1)r+1eg ¥ 2 i

(67)

Esta es ofra forma de la funeién de la probabilidad de los erro-
res de observacion,
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Si el nimero de errores elementales n es razonablemente grande,
cosa gque ocurre en la mayor parte de observaciones, la expresion (67]
puede ser simplificada; en efecto, podemos hacer:

§ 1 u-l-%
(n-l—-é,-) . i *1 1 2+ 1) 0
(4 1) 1 2(n+1) V 1
U
2
1

]/[ e 2(114—-1)J mw'(,"*%)

i 7 (nd-1)
Pero, el valor de [I—m] cuando n es grande,
tiende a valer e.
Lego : ¥
1 n-]--1
e
(n -+ 2 ) 1
e T =
(n+1)"" / 1
[ eint—
¥ la relacion (67) se podrd escribir
o K
1 —(n+1) 3 3
oz} = e ke 2K (2 K — 1) &5 (a4 1)% (68)

1 Y
€ V,?'.r(n - 7)

Siendo n grande, no se cometera error en despreciar el término

14 dentro de la raiz, resultando, finalmente

1 e ‘:_-“ [ R 1
e(x) = e e Y 2R (2K~ I) (69)
eg]/,?--;ru.

que serd la funcién de probabilidad buscada.

Como se vé, esta funeion contiene todas las potencias pares de
@ y de o, ; el valor-de z no podra sobrepasar al de z, , pues de lo
contrario los desarrollos logaritmicos (62) no serdn convergentes.
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Esta funeién (69) comprende, como easo particular, a la funeion
de probabilidad de Gauss (1); en efecto, si rn, puede ser infinito,
como su valor es, por la relacion (16)

T = n

es necesario que el producto de & por » sea infinito.
Por otra parte, segiin la relacion (47), ¢l momento de 2* orden
M, euyo valor es
Ms = 20
debe ser finito ; ello impone la condicidn de ser ¢ nulo y por lo tanto, »
doblemente infinito para que e n = 'y sea infinito.

Desarrollemos la expresion (69) :

1 iy o Gew
gfr)=———:=t freH 2E (1)t 12ESM (nt1)
[-‘ e Nn2mw E
0 sea:
1 . ¢ na zi o
¢(r)= = e  283(n+1) 12 &} (ni 1) (70)

]." & n-2r

Si n tiende a infinito doblemente y ¢, tiende a cero, resulta:

i e R e B
! = ) ¢ M, 2Me,
hmqa(:r:)—f——lmw M, T IRME(n+1) (71)
o I.’ Mz,?‘u‘
&=—»0
pues
xMa:Gugn
¥

lime(n+1) =e’n= M,.
n—roo
E,—¥ 1

Ademas, siendo M*, finito y (n - 1) doblemente infinito, los tér-
minos siguientes a #® en el exponente, tenderdn a cero; por lo tanto

Um<p(x)=—1——e_7_"|f; (72)

n—P»co I"Mo-,'.)‘ll'
&y —» 0 i
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Recordando que en la féormula de Gauss, el médulo de preeision
I estd vineulado al error medio cunadratico m por la relacién

1

h———
m]/:?

y como el error medio cuadratico m es la raiz cuadrada del momento
de segundo orden M. resulta que:

1
A=
V";’ M,
4
= J
2M.
luego, la (71) se transforma en
h I -3
Zach(x)=——!_—c . o
n—oca L T

Ey— 0

que es la formula de Gauss, caso partieular de la férmula (69) y
vilida unicamente para el caso en que el errdor miximo es infinito.

Consideremos la expresion (70), donde despreciaremos en el ex-
ponente, la unidad que se suma al niimero n:

7 22 ot 24

(p(a) e e T T T e R T T R (?3)
I/eu* ne2r

v caleulemos las probabilidades corvespondientes a los errores a;, s
<vvw. @, , reemplazando e n por su igual M. :

1 e = T
(7] (,‘rl) =0 2 M 80 MY, n?
| 27 M.
...................................................................... (74)
i AsH z, s,
o(x,)= ¢ 2N,  i2Min J0MIat
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Sa

La probabilidad del eonjunto de errores, serd la compuesta, obte-
nida por el producto de todas las probabilidades simples:

\ \“2. \‘14. “zﬂ.
1 SRR i SRR FE L
P(J;}: ———— e I M, I2M#n 30 My n? (75)
V2 M,
\ /

para que esta probabilidad sea maxima, el exponente de e debe ser
minimo:

z Iz,' = I‘,‘ P 1‘81'

: =+
2M:; 12M2n 30MPn®

doreee = minimo. (76)

Esta serd la eondicién rigurosa que deben cumplir los errores z;
para que su probabilidad sea méaxima; si en esta relacion hacemos
n igual a infinito, nos queda:

y

%

= Minino -
M

'ulv

i*]

o lo que es lo mismo,

=% = minimo -
que es el fundamento de Gauss del método de los minimos cuadrados.

La expresion (76) demuestra que, cuando Gauss expresd que debia
ser minima la suma de las potencias pares y no solo la de los cuadra-
dos, no estaba lejos de la verdad.

Consideremos la expresién (73), y hagamos

1
——=p(0) i
V,?weo“ ” (77
tomando logaritmos, resulta:
g 8 '
lo(z)=1e(0)— 4 nas
#(e)=lv(6) '*(n+1) 2 (n+1)  80&’(n4-1)° I

(78)

Si hacemos

i 2 - B
s it T 5 a +]
() l,?eo'-'(n+1)+ 2e'(n+1)  80e&*(n+ 1)

(79)
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se tendrd:
le(z)=1le(0)+ F(x) (80)

Derivando con respecto a x, resulta:

el(z) .., x 2 z®
—— ‘I‘ _— - LY
e(x) () [e02(¢1—|—1)+3eu"(u+I)“+Jen"‘ (’1‘(+1)5+ ]

v también

a3 11

b

T

«(n+1)

(81)

. 1 ’ x 1 z
Frir)=——=] — e
(+) € ieu{n—i—?')_‘_ 3 Lu(ﬂ-l-lj

En(ﬂ—l-f)

son vilidos los desarrollos:

" Recordando que, para < 1 o sea, para todo & < ¢ (n-1)

x z z? a?
\_ en(ﬂ+1)_‘ L.,(n—}-!) 2e*(n+1)  3e’(n+1) ’
P X (e SR T SCRe s el
a(n+1)| ea(n+l) 2e&(n+1) 3e&*(n+1)

se tendra:

7 P I ) L S R i—’”—]
[ cg[ﬂ—i—l')l [ eo(n-l—I)l (tn(11+1)+ 3 |le(n+1) i
T L (2)
5 Lu(n—i—l)’ % ke
o sea, eomparando las relaciones (81) y (82),
sl T
e )1 l eofntl) _ @] 7 en(n—!-I)—:n (83)
Pa x 2¢ e&(ni1)—ua.
En(ﬁ—'—]}

Luego:

o(z) 1 3£("‘+1)—‘T
e(z) 2¢ eafnt+l)+z.
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De esto resulta:

(’i(jzrla'z
o(x)

que, integrada entre o y x mos dai:

f[ea(:f«{—I}_—x]—l[m(w—}-l)—l—:r] dz. (84)

'.0(-'!‘) Ey(nt1)—z Ei(nt1)+2
(.T) I[E“(”+1) .T 2& _'][E“(n"l"j)-l_:rl 28, "

(84)

+ e +1)] "+

Pasando a los antilogaritmos, resulta:

L [eo(n+])]"+'
Wo=w9) figninur  _atdn+z  (86)
[e(n+1)—z] [éo("+1)—2' 25

gue serd otra forma de la funcién de la probabilidad, que también po-
dri escribirvse:

1 En(h‘—f—f)—:ﬂ ¥
ofz) = __________[ . |
V 2w et s(ntl)+e [ﬁ(u+1f—q~ (87)
—Eu?_('n—i-f)g
o bien:
_1_ 1‘_._”-_;:

go(?‘) v I Bl Eo('n“f—i]z | 1
3 = 5 ayn-k 1
P rein b O =3

En(Jl+1) ?1 m]) s

(88)
istas expresiones serdn vilidas para todo valor de z menor que
e (n 4 1) es decir, desde o hasta @ = ¢ n.

Para poder caleular la probabilidad ¢(x) de desvios o de errores
serd neeesario determinar, en base al conjunto de desvios o errores, los
valores de ¢ ¥ n.

Las expresiones (51), (52) y (53) se podran utilizar cuando el
nimero de mediciones es muy grande; de lo contrario, se obtendrin
valores erréneos,

Es preferible, en la practica, determinar los valores mas probables
de ¢ y n; para ello, consideremos una serie de r errores, siendo la pro-
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babilidad de cada uno de ellos, la que expresa la relacién ( 67)

1 "+2 oo
ofz) = ];' e e K=1 2K(2K —1) £2K (4 1)%

La probabilidad del conjunto, serd el producto de las probabilida-
des simples, o sea, desarrollando el exponente y operando:
i / I
I rin4 El
/ P“' (*}:-{—2—)[ e s
P = l/ f;__)

& 26i(ndl)  I26N(ntIp

2x (”_'_I)r(u—{—])
(89)

Tomando logaritmos, resulta:

AL R T #
ZP:I(]/—B(W) «’,—r(m +'-2~)I(??+?‘.).—?"('H'Jr'.z)](“-]ri)*lfg——

Dz gt Pl

S 2e’(nt1)  «M(IZnk1) B0a(nt1)

..... (90)

Las derivadas de esta expresion, respecto de e o ¥ 1 deben ser nulas:

1 ' 3
o=rl{n+—\+r—rin+1)—r4+———_ 4
( 2) ( ) 2a*(n+1)°

ok Zat

+ +
4694()1-*'-1)4 6{0“(‘?1+1)n

e ok s (91)

que es la derivada con respecto a n; simplificando, resulta:

n+1 1 =gh 1 o
S Y RN T e
'H—i—; e (n+1) r be*(n+1) 7
i ol
- SN
Ge"(n4+1) »
recordando que:
22 gt Z ot

=M2.-' =M,

T r Ea
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resulta:

n+41 1 M 1

BT Bedmri)y & 4
"4_2 e’ (n+1) be*(n+1)

1

e S
Ge'(n+1) g i)

Derivando la (90) respeeto a €, se obtienc:

’ =z =t s
+—+__ o, | = 2
& &' (ni+1) 3Be’(n+1) se’(n+1)

0=

que simplifieando y recordando las relaciones (92), resnlta ser:

LA T O R T N I T A e
n+1 e (n+l) Bet(n+1)t bea'(n41)°
(94)
ITagamos :
E=ea(n+1) (95)
ey :{
v desarrollando ]——ﬂ )— =]——— oen gerie, resulta, conservando silo
o 2 wid 2n
dos términos:
e e ks M W o
2n 8n* 2E? 4 I 6 Ey
1 1 1 : e, ¢
Por ser ——=—~——+4 ....  tomando sélo deos términos, la (94)
n+1 W
resulta:
d el M M M (97)
n n E? 3 E: 5E"
Simplificando la (96) se obtiene:
L i Ml B BB (98)

N 40t E? 28 3K
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Conservando sélo dos términos de los desarrollos (97) ¥ (96), ¥

restando la 1* de la 29 resulta:

i
e ot (99)
6 B¢ 4nt
Multiplicando la (97) por 3 y la (98) por 2, y restando, se obtiene:
44’ - ‘
SN RS RE . L (100)
E? n AT 20 i

de la (99) se obtiene:

G
G sea:
E2=n V_E.M‘ (101)
de la (100}, resulta:
O _.“2_#2 Mg— (IO.?)
2n—3
Teualando ambas expresiones:
2n* M, a9 S
Sl e e 103
2n—3 ]/ 3 M; (i
de donde:
]/ 2
M,
B ] g M
N e (104)

2
V-?l‘f.tfﬁfg

que nos da el nimero de errores elementales n.

De la (101), recordando la (95), resulta:

&' (n+ 1) = JJV_% M,
0 sea:

_‘I‘/” ]’/ﬁﬁ | (105)

n+1

expresion que nos da el valor del error elemental é.
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Bl ervor maximo, se obtendrd con la rvelaeidn

Ty =¢€yht. (I“())

El valor de n, dado por la relacion (104), deberd redondearse al
entero mas proximo,

Consideremos, a titulo de cjemplo, el signiente eonjunto de desvios:

g v W

0,59 0,3481 0,12117361
0,45 0,2025 0,04100625
0,40 0,1600 0,02560000
0,33 0,1089 0,01185921
0,29 0,0841 0,00707281
0,26 0,0676 0,00456976
0,18 0,0324 0,00104076
0,11 0,0121 0,00014641
0,09 0,0081 0,00006561
0,04 0,0016 0,00000256
—0,01 0,0001 0,00000001
—0,03 0,0009 0,00000081
—0,07 0,0049 0,00002401
—0,12 0,0144 0,00020736
” —0,19 0,0361 0,00130321

—0,24 0,0576 0,00331776 :
—0.27 0,0729 0,00531441
—0,31 0,0061 0,00023521
—0,39 0,1521 0,02313441
—0,47 (2200 0,04879681
—0,50 0,3136 0,09834496
1,9050 0,40222494

Tt
M2 = 0,00975

M! = 0,02112
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Aplicando las relaciones

- Z = "
Fe= y M= — . =
P r—1 r—1.

obtendremos los momentos de 2¢ y 4¥ orden de los errores verdaderos,
en funeiin de los desvios.

Con la relacion (104), se obtiene:

V% . 002112
N = =978 el

2 :
I', = 0,02112 — 0,09975

Con la (105) resulta:

V’ 10 -0,1158

= 0,098
11

€y

El error miximo dado por la (106), es
Ty =€ = 0,980
Sicaleulamos el error medio

» 2
» m= ]/ = = 0,316
b=t

que, multiplicado por 3 nos da, aproximadamente, el desvio miximo,
resulta:

Dy =3 m= 0,948

(que es muy proximo al error hallado.
El valor zyr=en es el error méximo admisible; para hallar el
desvio maximo 7y, recordaremos que

r

Vms)/ 22 i (107)

siendo V el desvio y @ el error verdadero.
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Para nuestro caso, r = 21, resulta:
I~ 20 g
Yu=2 =, = 0957
i ]/ 21

Este valor del desvio méximo nos permitird eliminar de la serie,
aquel desvio que, por sobrepasarlo, se deba considerar anormal,

Como se observa, este valor se aproxima mis al del desvio méximo
dado por la relaciin

Ty=3m = 0,948

Conocido los valores de ey n se podra aplicar cualquiera de las
funciones de probabilidad halladas; pero como estas funciones expresan
la probabilidad de los errores verdaderos, si se guiere ponerlas en fun-
cion de los desvios habra que expresar éstos en base a los errores ver-

daderos mediante la relacion

=1 I/ 3 (103)
r=1

,-:x]/ ki i} (109).

0 bien

r.
Para caleular la probabilidad elemental ¢ (v) d v, serda necesario
multiplicar ¢ (v) por el desvio diferencial d v, que se obtendra de

la (108)

ti;r:r—-rlvl/ r (110)
r—1I

Lia probabilidad elemental, seri:

L (‘n + i) = N ’ K
) 2 ; i r
(” + g) ]/ _20-” _( +” i: —— _(i ::I )
efe)dfe)=— =~y Ky 2K(2K—1)EM (n1)™
(n+1) e ]
(n+1)"" e V - (111)
Para el easo estudiado, en que:
pi= 11 : 0= =12,
&= 0,094
)221 . l/ ?‘11 = I,U.-}’;

l/ =1 _ 96
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ia probabilidad elemental serd:

— 4.9446 ¢* — 0,67914v* — 0,2239¢°% — ...
o(v)dv = 1,2678 ¢ ' ; de. (112)

La funcion de Gauss, para el mismo caso, resulta ser:

o(v)dv = 1,024 ¢ """ L an, (113)

Como se ve, la funcién (112), para V=0, da
efo) = 12678
mientras que (113) da
e(n) : 1.2624
menor que la anterior; esto es 1égico, ya que la funeién de Ganss, al

extenderse entre — = y | « debe tener ordenadas menores que las co-
rrespondientes a la nueva funcién,

(faleularemos un nuevo ejemplo, con la siguiente serie de desvios

v v v v Ve i
— 0,23 0,0529 0,00279841 0,17 0,0289 0,00083521
023 | 00520 | 000279841 —0,18 | 00324 | 0,00104976
0,01 | 0,0001 0,00000001 0,32 | 0,1024 0,01048576
—0,01 | 0,0001 0,00000001 —0,32 | 0,1024 0,01048576
—0,35" | 0,1225 0,01500625 —0,06 | 0,0086 0,00001296
0,36 | 0,1296 0,01679616 0,05 | 0,0025 0,00000625
0,20 | 0,0841 0,00707281 —0,08 | 0,0064 0,00004096
0,08 | 0,0064 0,00004006 0,07 | 0,0040 0,00002401
—0,37 | 0,1369 - 0,01874161 —0,20 | 0,0841 0,00707281
0,02 | 0,0004 0,00000016 0,29 0,0841 0,00707281
—0,02 [ 0,0004 0,00000016 —0,08 | 0,0064 0,00004006
135 0,1225 0,01500625 0,09 0,0081 0,00006561
0,35 | 0,1225 0,01500625
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v v i Vv Ve i
—0,13 | 0,0160 0,00028561 —0,14 | 0,0196 0,00038416
0,13 0,010 0,00028561 0,15 0,0225 0,00050625
0,24 0,0576 0,00331776 —0,31 0,0961 0,00023521
—0,23 0,0529 0,00279841 —0,35 0,0324 0,01500625
—0,24 0,0576 0,00331776 0,18 0,1225 0,00104076
0,25 0,0625 0,00300625 0,37 0,1369 0,01874161
—0;19 0,0:61 0,00130:521 0,13 0,016 0,000285(1
0,18 0,0324 0,00104976 0,46 0,2116 004477456
—0,22 0,0484 0,00234256 — 0,46 0,2116 0044774506
0,23 0,0529 0,00279841 — 015 | 00225 0,00050625
0,12 0,0144 0,00020736 0,14 0,0196 0,00038416
~—0,22 0,0484 0,00234256 0,08 0,0064 0,00004096
0,00 0,0081 0,00006561 —0,08 0,0064 0,000040906
—0,03 0,0000 0,00000081 4,21 0,0441 0,00194481
0,03 0,0000 0,00000081 —0,21 0,0441 0,00194481
0,10 n:nluu 0,000 10000 0,13 0,0160 0,00028561
0,09 0,0081 1,00006561 0,17 0,0284 0,00083521
0,14 | 0,0196 0,00038416 —0,29 0,0841 0,00707281
—015 01,0225 0,00050625 —(15 0,0225 0,00050625
—0,19 0,0361 0,00130321 —0,15 | 0,0225 0,00050625
0,28 0,0784 0,00614656
—0,00 0,0081 000006561 F.: = 88998
g 622
0,15 0,0225 0,00050625
—0,14 | 0,0196 0,00038416 ¥ = 0,38059020
0,14 0,0196 0,00038416 .M, 0,049627
—0,14 0,0196 0,00038416
0,19 | 00361 0,0013021 5 G acdg
0,30 | 0,0000 0,00810000 ==
—0,49 0,2401 0,05764801
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Aplicando las relaciones (104), (105) y (106), resulta:

N =5
e = 0,0735

Ty = 0,662

El error medio cuadritico serd

el h
m=1 an = 0218

El error medio obtenido con la suma de los cuadrados de los
desvios es

T
m = |/ = 0,222
n—1
Si aplicamos la relacién
T = 8 i

para obtener el desvio maximo, se tendri:
.’L‘-’M = 0,6'6'5

valor muy proximo al hallado para xar.

Es evidente que las relaciones (104) y (105) son solo aproxima-
das, ya que se despreciaron numerosos términos; para los valores que
ellas proporeionan, son suficientemente exactos para los fines practicos.

El error méiximo' xy, transformado en desvio maximo por la re-
lacién (109)

A e = oy
Ty =Ty | = 0_.6-)1
»

permitird eliminar observaciones anormales.
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mulas v tablas para eflenlo con maquina, 1946 ... .. ..... Mt T
Nv 10 — Simbolos y notaciones téenicas, 1946 .. .. ........¢c0vuen <l e #0u50

N* 11— Métodos de Compensacién de la Trinngunlacién Fundamental ,, 8.00

N¢ 12 —FEl teorema de Schreiber de la distribueién méis favorable de

Jos pesos en las redes de ampliaeién de las bases geodésicns ,  5.60
N? 13 — Generalizacion de la Ley de Probabilidad de Tos Errores de
LS F T 0 T {1 N R A e e R B e e SO R O L5 w  5.30

B — Cartag y Mapas

Para ilustrarse sobre las hojas aparecidas y sus precios, solicitese el Catdlogo del
Material Cartogrifico. ‘(Prccio $ 0.75).
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