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PROLOGO 

En tod<ts las ciencias de obserYaciún y, particularmente, 
en el campo de la geodesia. la geofbica y la astronomía, es 
de singular importancia el examen profundo ele la precisión 
de los resultados obtenidos. Con esta finalidad. fundó Gauss 
stt teoría ele la probabilidad, cuyo fruto :-e condensa en la 
conocida funci{m que lle,·a su nombre 

P= 
h 

1 7r 

de la <JttC deri,·a el método de compensac1011 de los mínimos 
cuadrados, que constituye el núcleo central de esta clase de 
im·est igacioncs. 

Partiendo de esta fórmula. el Ingeniero ( i,·il - _\sesor 
Tt·cnico ele la J)j,·isilm Cálcttlos. Sub- Tnspector D. Guillcr-
111 o R i !JU i O· f)'<l')'C r. ha hecho el i ntcrcsantc cst u dio crítico 
motín> de la presente pttblicación. que la Dirección General 
del 1 nst ituto Geográ iico ~ I ílitar tiene el agrado de someter 
a la con:-.ideraciún de los señores geodest·1s. 

Buenos _\in•s. marzo tlc l!HS. 

1 ITTO II. IIELBLIXG 
nl'IIPr:tl de Brigada 

Dirc>dor Gl'lll'ral •h•l Tu~tituto l'l'ográfico :Militar. 





GENERALIZACION DE LA LEY DE PROBABILIDAD 

DE LOS ERRORES DE OBSERVACION 

1 . Objeto: üniYrrsalmrnte st• admite que los eri'Ol"!'S casuales 

qll!' afectan toda mr:lieiún ti!'IH'II nna probabilida<l «'XJll"!'SIHia ana
lít i!'HIIH'llt e pot· la lt•y dl' Gauss: 

P= 
¡, 

¡' 7r 

(' (!) 

clonclr !t llmlHHla "móclnlo de JH't>!•isión". es cm·adpr·ístit•a para 1ocla 
la srrir <lr t•rrorrs rrsultantes dr la múltip lr mrdic·ión dr nna ma¡!nitud. 

La rxprt>si6n ( 1) ch•finc la f'mll'iún dP la probabilidad; la proba
hil itlad <lP fJlH' un <'n·or .r <>st(• <·om¡n·rntlido rn un rntorno d.r, será: 

dP 
h 

i'Tr 

qnr es la ¡H'ohabiliclad elem<>ntal. 

(2) 

La función tlr p1·obabilidad de Ganss tirnr una falla mu~· ::rr·andc: 
t>lla admitr la posibilidad dr cnm·rs infinitos como rrsultmlo dr mrdir 
mag-nitudes finitas. 

T nmf'diatamrntr s<' percibe qn<' <'S absurdo admitir 1 al hipótesis, 
así eomo conel'hir que rl f'rror <1<' mrdic·ión ¡nwda rc•snltar i¡rnal ~ 
ma)·or qur la ma¡!nitud meclida. 

Es <'YÍlll'nt<• qtH' <'11 toda nwclil·ión cl<>h¡• habPr un !'1'1'01' múximo 
admü;iblt• ~- !JIIl' la h•y <11• prohahilidadt•" 1lt• los rrTnn•s d<'ht• I'X]H'<•.;ars<' 
1'11 fmwiím dt• c•stt• <'1'1'01'. 

Hallar n11a ]py clt> rstr tipo, Ps C'l ohjPtn dt> pstt• tt·ahajo. 

2 . Desarrollo: n:r~HJ'('HlOS ('!-;{(' ('StlHlio ('11 algunos I'PsnltallOs 
np<'r·imt•ntalPs; llamar·¡•mos J, a la \'t•rdad<>ra mn¡.mit11d dPI ~randor 



que se mide, L~ a su valor mús probable, x al et·ror <'asnal venlac1cro 
y l' al clc•svío, siendo l una lrctura efectuada. 

.1' = L- l 

r=L. -l 

Dt> nqní rrsulta: 

valor c·ousl:llltP ~·a f)llr T, y TJ son valnr·c•s fijos. 

T mrg·n : 

,1' -= 1' -l J{ 

(3) 

(4) 

(i) 

( (i) 

rxprt>ston cpw nos clic·t> qnc• nn rrror vrrclacll't'O .r rs i~tnal al eon·p~

poncl iPnt P d rsvío r, inc•t'c'llll'll t a do en un <'1'1'01' c·m1st a nt 1' 1\ e ¡111' JHH'dl' 
srr positivo o nr~ativo. 

Las lryrs <le clistrihneiún el<' los <'l'l'OJ'I'S .1' y clr Jos dcsvím; ,. 
sc•rrtn similar·ps, pero l'!'fc•l·iclas a oríg-<'JH'S clc•splazados t•n1I'l' sí 1'11 l<r 
l'ant icla<l K. 

1 ,a <'XJWric•ncia demnrst t•a c¡ur los dc"wÍos obtrniclos contm rl va
lor mús JH'obable, se agrupan rn torno al orig-Pn, ohsrnándose cpu•: 

a) Se presentan tantos desvíos positi,·os, c•omo ne~ativos. 

b) Son más numerosos los desvíos peq H!'iíos, q nr los grandrs. 

~1 punto a) nos dice qur Jos desvíos positivos y los negativoR, 
abstt·ae<'i6n hecha de su Bi¡mo, son igualm<'Btr probables; ln<'g-o, la 
probabil.idad de los desvíos ¡)ositivos sedt igual a 1 ~. lo mismo que 
la de los BPgativos. 

El punto b) nos dice qtw los desvíos mas próximos a cero son 

los ma~ 1n·obables y que a medida que. aumentan de tamaño, sn pro
habilidad disminuye; los dpsvíos múximos, positivo ? ne¡rativo, tendrún 
una t·iPrta probabilidad que no serú nula, aunque si muy pequrña. 

Prro to~lo desvío mayor que el máximo, no trncl dt probabilicl<Hl 
de presentm·s{'. 

BI punto b ) nos dice tambi(•n que si cr (1') dt• es la probahiliclacl 
riPnwntal clP los <lrwíos ~· <r (t•) la ftnH'ión cl<' pro!>ahilitléHl, t•sta 
tendr·ú su múximo <'11 coincid(•Jwia con p] o1·i~rn clt• lns drsvíos; p] 

J)llllÍO a) <'Xpresa qne Ja función Cfl {1') C'S SÍlllt~Íl'Íl'<l l'llll l'('SJ)C'I•Íil al 
l',jc• q ll<' pasa por dicho oril-(t'Jl. 



3 

La fullcióH <f (v), de al'HPnlo a lo clil'ho ~· a los r<•sttltados dl' 
la t•xp<•rieneia, t<•tHlrú la forma que ilustra la figura 1, y ei:iturii 
limitada entre los desvíos múximos !'.1r y - V.!t· Puesto que sobre el 
segmento + v_~ 1 y -- v_,1 deben estar todos tus desvíos, es evidente que 
la probabilidad tle que un desvío l'aiga <•ntre estos límites debe valer l. 

A 
' ' 

--------Lo---------
Fi¡;. 1 

+ 'i'H 

1 'F(t) dt 1 (7) 
- t·.., 

Para los cn·ores verdaderos .r, que se di fcrencian de los desvíos 
en una eonstante K, se tendrá una ley de distribución anúloga, des
plazada con respeeto al orig<•n de los desvÍo!-~, de una cant ida el K. 

Se t<•ndrá igualmente dos errores mú:-..inH>!i + JJJ y ·- x_,,, una 
lt>,r de probabilidad <p ( .r) y tlP igual modo: 

+ XH 

( '{J(t) dx 1 (8) 
- .\H 

Un error de ob;;c>rvaciún <'~. en realidad, d resultado de una 
gran cantidad de errores elenwntal<·~ E; , cada m1o de lo!i cuales es 
orig-inado por uno de lo!i eh•metltos que intenicnen en la medición . 

• \sí. por Pjt'mplo, cuando se bisecta un punto con el retículo ele 
un t<•o<lolito y se lee en el círculo horizontal, la direc('ión <·orrespon
clit•nte a <':-.ta h•dura e~tará afeetada ele un error ver<la'dero final .r; 
¡wro el Yalor ele .r dependrr[t dd error de bisecci.ón, del error de 
colimación, de la inl'linación <le cada uno de los ejes, del error de 
''1.·un'' de cada microscopio, dt• los errores de los tornillos micromé
tricos, de los errorc·s de bisecl'ión tle los tt·azos del círeulo, tlt•l error 
de eada trazo de círculo bisectado, de Jos errores de cle~plazamiento 
de la Yi:mal por efecto~ de la refraedón, etc. 
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('ada 1111o dt• !'stos t'ITon•s rlemrntalrs e, influirú sohre t•l t'ITor 

total .r según ~u magnitud y signo; t'll gent•ral, poJn•mos l)OJH'r: 

E¡ + Ez + · · · · · · + E,. (.9) 

Es t'\'Üien!t• CJUI', si rstando ¡n·esent\•s t•n una nwtlit·iún los l'l'l'O· 

n•s Ei que fig·uran 1'11 la expn•sión (!l), todos dios son positivos, el 
ntlor de .1: serú d múximo admisiblr .1 11 ; ¡wro si todos ellos hubir
ran siclo negatiYos su suma (!l) hubiem expt·t·~ado l'l t'tTor múximo 
negatiYo - .r 11. 

Luq~o: 

+ .l',lf = E¡ + E~ + · · · · · · + t¡¡ 

- J 'JJ - E¡ - E~ - • • · • · • {lU} 

:-;UJHIIlg'alllos qut• uno dt• ('~;tos errorl's, l'l q pot· t'jt•mplo, h11hiera 
sido llt'~atiYo ~· los t'l'stantes, positivos; tendi'Íamos: 

.1'¡ = - t¡ + Ez + ca • • · • · • + E111 

o ~t·a 

,r¡ = ,I'JI - :J E¡ ( 1J) 

Hi l'l t'ITor t•lt'llll'ntal IH'gatiYo huhil'ra sitlo e~ :-,e hnhil'ra obtt•nido 
otro error .r, dado por 

,1'¡ .l'Jf - 2 E~ 

y como eualquiet·a dl' los E; pudo SL'l' el nl'gativo, n•sultarún posibles 
11 errores .r1 drfinidos por 

X¡ = .rlf - 2 E1 (12) 

Estos n t'ITore:-; .r 1 '011 <H!ul'llos ((lH' com¡H·endt'n un solo rrror 
t·lena•ntal ncgatiYo. 

Si dos errores l'lenwntalcs fueran tw~ativos, tendt'Íamos rJTorrs 
dados por: 

.lz = .I'JJ - . .J (E, + E) {13} 

pudiendo ~e¡· los l'tTores l'lenwntalt•s E, y Ej cualquit•ra dt• las parejas 
qne se puedeu formar con los n errores elementales que intl'nienen. 



J 

El 1111 111!' 1'0 di' l'rrorr:- ·':! :O.l'l'Íl por lo tanto, el dt> la:-, <·om bina e io-

JI C::i (j 11 (' ~p puedrn formar ('011 n elem<•uto;. tonHtdm:> <ll' llos en dos, 

11 ( 11 ~1) o ..,Ul 
.J! 

B11 gt•ncral, SI errores elemcnta ll's SOl\ Jl('g'él f j \'OS, Sl' t<•nd t·ú: 

,J'¡ - .rJr - ' 
,, 

E¡ (14) "' ...J 

(') 11 ÍlllH'l'!l dl· posible>. de t>:-.h• tipo serú 
11 (11 !) (11 i+1} 

~- ('I'I'Ul'l'S ., 
t. 

( '11a ndo todo>. lo;, l l'I'Ol'('S l'ii'Jlli'Htali'S n•std t a 11 M'l' IH').attÍYOS, (l !--i<'a, 

para 1 = 11 la n·la<·iún ( 1-!) 110>. <lii 

.r,, - ,I'JJ - J ·1'.11 = - ,l'.ll ( J.:j) 

q \1(' sPr{l ¡•1 111 Ít ·" i m o l'l'l'lll' negat ÍYo ~ dPI l'Ual hahrit llll :-o lo Yalor 
posihh•. ~ ·a q lll' las l'l tlll h inaeioJH's d<· ]/ d<•Jlll'lltos t ontados d<· 11 (;11 ll 

t'S Íg'ual a la 11ni<lad. 

• \na 1 Í<·!'llto» ahora, eomo d!'bl'll Sl'l' l'l\Íl'l' sí los <'L'I'OI'< ·s el<·me11tall's 
(, 

' 
Stl)lOil!!aiiiOS t ('11('1' ('11 Ullél obspn·aciún, tllat ro l'l'l'Ol'l'S f¡, (:_!~ (;j .r 

q, ('011 los q lll' S(' podrún OUfl'IH'l' lo~ siguit•lltt's l'l'l'()l'('S .l'i 

.1'.1[ = .t'o - i t¡ + E:! + Ea + {j Errores po:;ihlcs .Yo 1 

.t'¡ -:: Et + (2 + E3 + f 1 

,l'l ~- {¡ {~ + (;¡ { 1 ' ~Y, = ·i ,. ,. 
·''t = + E¡ -;-- Ez fJ -+- (¡ 

. f'¡ = + E¡ + E2 + (J Et 

·~'?. 
::_ E¡ E~ -+- Ea -r t¡ 

,1'2 E¡ + ~~ E3 T Et 

.r~ - + ' E¡ E~ T Ea ft 
s~ a 

" 
., 

.f't - + E¡ Ez Ea + (1 

·"2 - + E¡ E~ + {J ft 

·~'2 + E¡ + t2 (3 - fj 

.1':, -: Et f2 E3 + (1 

.l'a (¡ tz + Ea ( 1 .Ya 1 

" ·1 

,l'a = E¡ + f:,! f 3 (4 

.ra + Et f~ Ea Ct 

- ,,. ,, = ,1'.¡ = E¡ E2 E3 f¡ 
" 

,. .\·1 J. 



(j 

Hupon~amos <iUC unos <le los enon•s l'lellll'n1al<·s, 1'1 f¡, poi' l',)t'ltl

Jllo, sea muy grande y los otros tres prqueños, Fig. :2; el <'tTm' 

máximo .r" srrá rrprrsentado por el s· gnwnto a.t y el máximo tw~a
tivo, por rl simÍ'lrico 0.1'. 

Tres de los valores de .r, caerún en la proximidad del punto 1: 
y el cuarto, corn•spondientc a x1 = - (1 + (2 + (3 + q cacrú en C', 
del lado de los errores negativos. 

De i¡rtnl modo t<·ndn.>mo:; en B' h·t•::; errore::; x, tH'gativos y en (' llllo 

positivo. 

A ... • ____ -x. _____ ,_ ___ • x. ---~--~ 
__J__~a·_-~c------~~----~·~·~~c~,-·~~ 

' :s 
:-- x.1: t:r•t 2-+ e3-e .. --; 
' "'• = e,.c2 -t3.c4 : 

' ' ~ x1 :o.-t1 .t:2.tJ.f.c~ 
' ' ' ' 

x, = e,-e2 .. t3.~4 : 

Hi representamo::; los 6 ('l'l'Ores x 2 obt<•ndr<•mos ot l'a agt·u p¡u·iún 
semejante, o.; in log-rar etTores ,t'; en la proximitla<l del origen; l'l'sttlta 
de l'sto, que la gráfica de la distribm·ión <h• loli errores tendrú mw 
forma similar a la que representa la Fig. :3, <1ue no prescntan't l:ill 

múximo para ,¡;=O. 

---. x. --- --0 --- + x. -----

:Fig. 3 

.\ llll'di<la que aumentamos el nltmt•t·o dl' t•rron•s elenH•ntah•s t; y 
1flli;Hnos a <'stos con un tamaiio cada v<•z más uniformr, la cur\'a d<• 
<listribución s<' va asemE'jando a la CJil<' re~mlta elE' la e~¡wrie1wia, rr
prest•J1tada ('11 la ri~. l. 

Por ot l'il pa t'Í<'. es <•vidPn te cpH' <•l ob:-;<'J'vacloJ <·orn•gi rú :m in~

TI'lllllt'nto y opentt•ú en una forma tal que ning-ún !'l't'Ol' l'h•mcntal st•a 
llHl~·or que los restantes; ~i. por ejemplo, ('] en·or de his<'l'l'itm rs dr 
10", sc•rú inútil corregir los clnmís <'J't'ot·cs lw-.:{a l'l'ducil'los a fraecio
Hes <1<' se~unuos, ya r¡ue el mayor rn·or limita la precisión tle la 
utedida. 



Podrmos, por lo tanto, admitir que todos lo,; NTOrrs rlementalrs 
son clr igual tamaño en las mrdicionrs precisas. 

Esto sentado, el error máximo resultará ser: 

:l"Jf (10) 

y los rrt•nr!'s qur rontirlH'Il rt'l'Orrs rl<'mrntnlt>R nr~ath·os, ser{lll: 

.1'¡ ;- l/E- fliE- c(ll ? ') ~ 1 (17) 

J),. Psi a <'Xpn•siím ¡.rt•nt•t·al rt·sHit a, pa t'a i = n Pl rrrnr miíximo 

.1'0 ~ ''11: p~trn 
)/ 

PI PITO!' nnlo .t' n ,. pat·a 1--: 11 p] <'lTOr miíxi-
2 ¡=-0' 

m o rwga 1 ivo .r,, -= - J', = - .r 11 . 

El núnwt·o <lr ••t•t·on•s lll'l onlPll .r¡ srrú PI tlP <·mnhin~eiones qnr 
•w pttPcla t'onnat• ¡·on 11 P]erw•ntos, tomados dt• i <'ll i n s!'a, 

... ~.
..... ' 1 -

¡¡-' 

i.' (n -i)! 
(18} 

g¡ 11 ínnrro total lh' errorrs posihks, para n rrt•ot·rc; rlrmrntales, 

srt•ií: 

n.' 
i 1(11- i)' {19) 

Si <lrsarrollamm; por la srriP <lrl binomio la potrncia (1 + tr 
se trndrít: 

( 1 + 1 )'' = 21 
r 

C=>n + e•" + C2
n + .... ~r- e:: = ~ 

n=O 

11.1 

i!(n-i)! 

(20} 

]{ = 2" (21) 

~irn<lo .Y, rl númrro <1<' rrrores dr ortlPn .r¡ y ?l. rl total dr etTot·es 
posihll's <1<' fornHn· t•on n errorrs rl!'ml'ntalrs (; la prohahiliclad de qHe 
1111 !'l'l'Ot' l<'ng-a PI tamaño .r¡ srri't: 

P, 
.Y, ¡¡' 1 

(?2) - -
.\. 1 .' ( 11 - 1 ).' 



Admitida la igualdad absoluta de los errores (']('m('ntales. los 
Xi valores que puedan l'<'Snltal' para X¡ serán tOÜOS iguales; <'11 la 
realidad, los E¡ no serán estrictamente iguales, sino sólo de un mismo 
orden, pnclienclo diferir entre sí en pequeños importes. 

De esto resulta que en la práctica, los f..T; errores .1'; no serán 
ig-ual<'s sino ele Yalorps próximos ~- resultarán distrihuídos sobre un 
Pntorno. 

Sin embarg-o, todos ellos tien<'n la münua prolmhilida<l P, <lmla 
por la relación (22). 

Los distintos entornos no S<'rÚn ignal<'s entre sí; por <'llo, si cliYi
climos el eje :r rn int<'n-alos y c•ontamos el número dr <'lTores qne real
lll<'ntr caen dentro dr cada uno de ellos. pstr número diferirú d<'l obtP
nido por cúlculo con la rxpresión (18) . 

Esto justifica las a11omalías qnr sr rncnrntran rn la priíctiea, 
qne sr tradueen por nn núnH'l'O difrr<'Jttr üe errores l'('a]('S del qH<' 
~.;e ohtiPne t<'Óricant<'nte. 

-----------x,------------~ 

w-----------x,-------------------· 

~----------------x. 

Fi¡;. 4 

Si rrpresentamos rn la Fig. 4, la grúfica de la distribución de 
rJTores .1·¡, para prron's t'lPm<'nta]ps clrl mismo onlen, obtencln•mos e11 
OA, rl Prror múxilllo ·''.1! <·nyn número c•s No= 1 ~- <·11:-·a probahiliclad 

1 

2" 
Rn Pl entorno Rr. PS1al'<Ín los 11 Pl'l'Cli'PS .r1 <•nyn prohnbilidacl rs 

u! 1 11 r 
; en el t>ntomo (' D. los - · , t'rrorPs J'~ 

2.'(¡¡-2). 1.1 (11- 1 )' .:.!·'' 



etc. Si en el centro de estos entornos tomamos ordenadas proporcio
nalrs al númt•rq de rnorrs qtw caen dentro dr ellos, o a sus probabili
dadrs, rstas ordenadas serán los valores de <r ( J), función de la pro· 
habilidad, dados por la relac•ión (22). 

q;(x) = Pi = 
i!(n-i)! 

n! 1 
(23) 

Pero como los distintos l"i no son rignrosamentc iguales y carn 
en el ivcrsos puntos clr sn entorno, teniendo todm; ellos la misma proba
bilidad, podc•mos reemplazar este diagrama de ordenadas por otro de 
superfit'iPs, tal, que la snperfit•ic dl'l paralt•logramo construído sobre 
t•ada t>ntorno reprc•sc•ntP la probabilidad ck los c•rron•s qHP caPn dentro 
del mismo. Pig. :J. 

o 

Fig, 5 

J;a altura de cada rectiínp:nlo, cl<>berá srr igual a -!'i siendo Pi 
uXi 

la probabilidad y .l :r, d tamaño del entorno que comprende los erro
res de orden X¡ ; de ei"ite modo, al multiplicar rsta altura por su ba'>e 
tl:r; se obtendrá una superficie igual a Pi . 

El 
. pi 

~ CUOCH'llte -
tlxi 

fierá la ordenada dr la fnnci6n de la Jn·obahili-

dacl cr ( j) <lacia por: 

q;(x) -
n! 1 

(24) 
i!(n-- i) 

Si todos los erro1·es C'lC'mí'ntalC's son dPl mismo orden, ]JOdemos 
definir un Yalor promc•dio (O , dado por 
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€o (25) 

y por lo tanto, el error máximo será: 

(26) 

.> un rrror X; 

X¡ = fo (n- 2i) (27) 

Dos errores rom;ecutivos x·; y x·; + 1 , diferirán de: 

:r;-X¡+ 1 = fo(n-2i}-fo[n-2(i+1)] 

o sea 

(28) 

Este será el tamaíío medio del entorno ele cada error. 

Podemos, por lo tanto, considerar cada X¡ como centro ele un 
entorno comprendido entre ( x; - fo} y ( x.- + eo) Fip:. 6. 

• o :2Eo -;2to; 
• o • 
o • o 
o • 
o • 

o • 
• o 

----X'" ____ __; 

----X¡ 

Fig. 6 

En los centros ele estos entornos 6. T; = 2 lo se tomarft la altura 
del rrctúngulo igual a cp (:r): 

cp(x) 
n! 

(29) 
1 

i!(n-i)! 

que scrii la fnneión ele proba bi1idac1 bm.;cacla. 



De la rt'lacióu (~7) obtenemos: 

uc donde 

n-¡=n-

Eo n- X¡ 

2E9 

X.11- X¡ 

2Eo 

.F'Jf- .('¡ 

2 Eo 

.r.,r + ·''i 
2 Eo 

La relación (:JO) :::.e podrá escribir: 

1 11 .' 

J!Eo+.l'; 

( ,I'J:~) 1 (·''JI()+~·) 1 
2 Eo , ...., Eo • 

.2·• • 2 Eo 

11 

(SO) 

(31) 

{S2) 

habiendo dt•:-;aparccido el término i podemo:::. poner, en general .r; = x 

y se tcndrú : 

1 11[ 
(SS) 

La probabilidad P ( .r) de un error x, serii: 

o sea: 

1 
P(.r) -

( 
XJI - X ) 1 (X\!+ X ) 1 

2 Eo • ~ Eo • 

{S4) 

IIallrmos ahora, la función característica de esta ley de proba
bilidadt•s, definida por: 

cp(a) (S5) 

o sea: 

1 

(?lE;: X)/ ( IIE;~X) / 
1l! .\ = + x,. 

~ f!X"~--~ 
9'' X=-XH 

cp{ a) (36) 
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esta relación puede escribirse, para los distintos valores de x dados 
por la relación (27) : 

q;(a) 

o sea: 

q;( a) = 

y también 

(31) 

que será la función earacteríst ica bnsl'ada. 

Esta función puede tambii'•n escribirse: 

q;(a) 
( 

t;<><-Eo +a- ""Eo )" 

2 
= COS" (iaEo) = COSn ]¡ ( aEo} (38) 

donde i es el símbolo de imaginario y co~ h el coseno hiperbólico. 

Podemos aprovechar las funciones características (37) o (38), 
para determinar los distintos moruentos y las medias. 

En efecto, el momento de orden 111 está d~ulo por la derh·atla 
emésima de q;( a), para a igual a cero 

flnt <p (a) 

d am(oc=CJ 

(39) 

El momento de orden m no <'s otra cosa que la esperanza mate
mática o valor probable de las .r"' : 

(40) 

Uuando efectuamos una medición, el valor a priori de la proba
bilidad de cualquier error. es la misma; el valor de la probabilidad 
definida por la (3-1), es a posteriori, cuando :·a se <:onoce el Yalot· 
del error .r. 
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Por lo tanto, en la ( -!0) puuemos hacer, habiendo X errores igual
mente probables 

P, = p 

quedando : 

NP 

1 

.X 
{41) 

Es dt•cir qm• el momento JI es el promedio de los errores x 
dt•vados a la potencia m. 

Luq~o: 

1/ 
_ .r1 + X2° + · · · · · · + x"'.v 

,¿ Ll-

]1[. = ;T¡2 + x~2 + ...... + x2N 

J..Y 

= 1 

= 
1 

N 

1 (42) 

La derivada de orden <:ero de cp ( a) es q: (a) mbma; luego de 
la (:l8), resulta: 

.Jfo = cp ( ot)(,._=o) = COS" (0) - 1 (43) 

Para hallar los otros momento¡.;, hagamos : 

.J[1 = dcp(a) = - ncos"- 1(iotEo}·i·E0Se11(iaEo}(, =o; =O (44) 
rl Ol(eo..; =fl) 

Esto demuestra qne el momento de o¡·tll'n 1, es nulo: 

J[¡ 
.r¡ + X1 +· · · · · · · · · + :r.v 

}.T =o (45) 



Para hallar Ji:!. hagamos 

d~ cp (a) (. ;· • (. ) • (. ) ( · ) 2 ( • ) d a2 = n t' Eo • CO.~~~-~ taEo SCW ~aEo - 11 tEo COsn 1 cpEo 

que, para a= o re:.ulta: 

Por lo tanto : 

X~t + x~~ + · · · · ·+ x~.v 
X 

Procediendo de igual modo, hallaremos: 

Todos los momentos <le orden impar, ~erán nulos 

De los valore::; hallados para JI:! y Ji 1, :-;e obtiene: 

Luego: 

3 JU2 -- JI. = !!_ J[. _ Jf, 
2 ...112 2 • 2J[~ 

(J,U) 

(47) 

(.~8) 

( 'f"J) 

(50) 

(51) 

conocidos JI~ y Jl4 para una sPrie ~mude <le errores o dcsYÍos, se 
poclrú hallar con la expresión (31), el valor <le E .. 

2 ~- por lo 1<mto, 
de la (50) se obtiene 

n ---= --- (32) 
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El rrror m;íximo .r-11 = 11 (O , será: 

o sra: 

(53) 

Esta \lit ima rx¡H'Psitín ]Wrmitt'. JHH'a una st't'H' 1lada dr rrrores, 
Jtallar 1•l !'!Tor miíximo aclmisiblt•. 

En la prúetiea. los Yalm·t>s de J/:! y ,1[ 1 srriin mal conocidos por 
e uanto no se tt>tHl riin todos los en·or('s posihlrs; por t>llo, <'sta fórmula 
SPJ'Ú tlP apl icacitÍn mas exat'ta para obsrt'YaeionPs n•¡wtidas un gran 
11 ÚllH'l'O de VCCt'S. 

La fum·ión dP la probabilidad drfinidn por la rpla!·ión (:33), se 
¡nwdr ('Xpt·<•sm· mediantr la fnnt'itÍn (:a mm a, int Pgnll ,Euleriana dr 
la. !'S)l<'cir, hacit>ndo: 

n! = r (11 1 1} (54) 

Dr la (33), resulta: 

-
_1 ______ r_(n + 1_)_ 

rp (:r) = ~ 
r (X .\I - X + 2 to) r (X .lf + X + fJ Eo )' 

2 Eo 2 to 
(SS) 

Dr las propirdaclrs de las inieg-rah•s Eulrrianas resulta qu<>, para 
nn númrro a dado, S<' verifica la fórmula de Gauss: 

zr(a++)=a(la-1)-rl]~ -fl.(a) (S6) 

f':ien<lo na( a) una funrión que tirnde a r<>ro c•nando a t ientlr a infinito. 

~\ plicando log-arítmos a la rela1·ión (.>G). rrsulta: 

(57) 



• 

lG 

si en la (36) hacemos 

rNmlta: 

~' por lo tanto: 

1 
a+ = n+1 

2 

1 a=n+-
2 

lr(n+lJ-=(u+; )['(n+ ~ )-ll+lj 21r-n1(n+ ;-)(58) 
<.,j hacemoc:;: 

rrsnlta: 

y si l1acemos: 

s.e tendrii: 

1 X.lf+2fo-X (/ + - = ____:..:.......;._....:....__ 
2 2 Eo 

t x.lf + Eo-x n-j 1 
a= -

1 
a+ 

2 
X.\t+2e +X 

2 Eo 

X.lt+ Eo + T 11 + J X 
a= =--+ -

2 Eo 2 2 Eo 

Y por lo tanto, la (57) se podrú escribir 

( 1)0) 

(GO) 

l 'P (.r) = (n + ~-) fz (n + +) -1] - l ( 2" · 2 Eo) - l 112 1r-

-(~-X)"'(~- X) J]-
2 2~ l 2 2~ 

• 
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Ri<'JHlo R la suma de l<1s funcionrR n1 . 

Bimplifil·ando, resulta: 

-( 11;~- --- - - ·+- +- + \, . X )l(n+1 .X ) (11+1 X )z(n+. 1 X) R 
2 t 11 2 2 fo 2 2 Eo 2 2 to 

( 61) 

P ero: 

l ( 11 + 1 - __::____) = l ll + 1 . ~ 1 - X l = l 2_1+·1_ + l [1 - X l 
2 2fo 2 1 eo(n+1) 2 eo(n +1) 

7 ( li-t!_ + :r ) = l ¡¡ + 1 [1 + X l = l 11 + _!. + l ll + X l 
. 2 2 E o 2 E o ( n + 1) g fo ( 11 + 1) 

( 62) 

luego: 

-l(~-_::_)+(n+1 +___:~),t!!..±!_._( ~-1_:1 __ _!_)zl1- x J-
2 2eo 2 2 eo, 2 \ :2 2to to(n+1) 

- - -+- + + ], ( n+1 x )zf1 x ] l"' 
2 2 fo eo(n+1J. 

( 63) 

o sea: 

- l (2" · 2 Eo · {2-;)' - (~- _!__) l [t- .::___] -
2 2 fo Eo ( 11 + l) 

- --+- + + l ( 
11 + 1 X ) [ [1 X 1 }' 

2 2 to e0 (n+1) ( 64) 



]ti 

Como R tiPn<le a cero y, 

l 1 - =- -+· -- + 
r 

X ] ( X x2 

• Eo { 11 + 1} Eo { 11 + 1} 2 Eo2 { 11 + 1p 

:r x2 J . t -------- +-- ---··· 
Eo{ll+1) 12Eo~(n+1)" 4Eo4 (n·t1)4 

c¡nt• son drsanollos c•ony¡•rg-rnti'S cl<Hlo flll<' c>l múximo Yalor tlP :r rs: 

:r < :t· .lf = fo 11 < Eo ( 11 + 1) . 

r·ft't·fnaJHln los JH'ntludos intlinHlos 1'11 la ( !i~ ) y simplil'i•·amlo, n•snltu: 

Pasando a los IlÚJlH'I'O:-;, rcsultn: 

- ·(' 

Esta t•xprcsión p'llrclr aún '>implifiC'arc:;r, r<•snltan<lo: 

(
¡¡ + _1_)•<+ ~ 

'J 11 {' 1.!' (.r) = ,.. · - e 
. { ¡¡ + 1} n + 1 • Eo '! 7r 

(11 + 1) ~ 
K 1 

"~ti. 

{lí-i) 

{U6} 

((l7) 

Esta es otra fm·nu1 <lt' la f111H·iím tle la ])J'Ohahiliclacl tl<' los c>!To
r<'s dP ohsl'J'Ya<·i6n. 
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~¡ d 11Úmero de errores elenu•ntaiPs 11 rs razonahlrnwnte g-rmuk, 
cosa (llll' ocurre rn la mayor parte clr obsPrYacionp,;, la expresión ( 67 j 
puede Sl'l' simplificada; en efecto, podemos hac<'r: 

( 
1 )"+ 1' 11+ .• 
2 -~ ~~ 1 l .!'(n+l) 1 V 1 

- 2 ( n + 1) · ~~" + ~ 
1 

1
/ 1"~~ ~ 1-! (11+ 1) . (11 + 1-) 
' l 2{n+1) 2 

l 1 ] - t' (r• + ') 
Pero, el Yalor de 1 -

2 
( 

11 
+ 

1
) cuando 11 t•s grawle. 

! it>lldt' a \'HIPI' ('. 

Lut•go: 

( 1 )''+..!_ 11 +- !! 
2 1 

(n + 1)"+ 1 

y la n•lación (u7 ) se podrá escribir 

<P(:r) 
1 

,. h 

-(11+1) ,, ---- ----
e K..-

1
ti•:(H\ - 1)E,."•(11 + 1Jh (ü8) 

1 ( J' ~o l :hr 11 + .'J ) 

SieildO n grande, no se cometerá <'l'l'OJ' t•n dr.spreeiar el término 

~'2 dentro de la raiz, resultando, finahnenlt• 

1 - (11+ 1) ~ 
(! K=1 

:r 1"' ---~-
f,(II + IJ ,!/';( ! /\ 1) {69} 

fJll\' Sl'rÚ la fnnti6n de probabilidad buscada. 

Como se Yé, esta fnnl'ÍÓn contiene todas las potencias pares de 
J' ~· de .rm; el Yalor ele x no podrú sohn•¡HJsar al de .r.,,,, pnes de lo 
umtrario los desanollus logarítmicos ( li~ ) 110 s(•riin conwrgentes. 



Esta l't1nciún ((i!l) t'OillJII'<'tHl<•. como caso part ieular, a la ftllH'i(lll 
dl' probabilida!l d<• (:atlss t 1); l'll t'f<•<·to, :-;t .rm JHll'lh' ~er infinito, 
como sn ndor es, por la relación (16) 

.r.1r = Eu 11 

<'s IH'CP:->at·¡o (!tll' t'l prod11do d<' c11 por 11 sl'a inl'inito. 

Por otra partt>. st•g-ún la n•laeión ( .t/ 1 , d momento de ., .. rmb•n 

.11:! cnyo Yalor <'s 

dcb<• S{'r l'ÍliÍ!o i ello ÍlliJlOlle J¡¡ COIHlitiÓll ele i'il'l' Eo JI tilO y JlOI' Jo tanto, JI 

dohll'lll<'lll<• infinito para r¡tt<' Eu 11 = .r.1r sea inl'inito. 

}ltll'S 

Desanolleuws la <·xpn•:-,iún (<iD): 

cp (.r) 
(11 t- 1) J 1 

l.!f} (11 !-IJ ' 

Uf/ (n+ 1) 1 (lo) 

l::)i n tiemlc a infinito doblemente y Eo tiende a <·<•ro, re~mlta: 

1 
limcp(r)= __ lime 

1 

1 JI~ 2 1r 
,__.. 
1,,->0 

n.-)> 

( 71) 

.\clemíts, :-;iPIH[o . 111~ finito y (11 ·+ 1) doblenH'nte infinito. los tl-t·
mtnos sÍfruÍcntes a J':! t•n el <'XJ)Olll'Utc. l<'IHlcrún a eero; por lo tanto 

11 ) 

~.-> U 

."! JI, (i ,'!} 
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Hl'('ordando qlll' t•n la f(mnnla <lt> (~aU"-s, PI módulo llt• precisión 

h t•stú YÍilcHlado al error medio cuadrático 111 por la relación 

¡,- -
1 

~· ('OIIIO PI C'lTOl' mrdio cuatlrático 111 t's la raíz enallnula del momento 
dt' M'g'lliHlo onh•n JI~ resulta que: 

y 

1 
h=--

11.::' Jl ~ 

¡,~ __ 1_ 
"!M~ 

ltwg-n. la (í l ) st• transforma t•n 

l . ( ) /¡ - ,.; ~· 
1111 ¡p .r = -- 1' • 

n-~ >O 1/ 71' 
f,l-).0 

que es la fónnnla de Uauss. ca'io partit·nlar dl' la fórmula (6fl) y 
Yúlilla nnieamt•ntt• para el caso t•n llll<' t•l P!Tilr múximo C'i infinito. 

( 'mt'iitlt'n•mos la rxpresión (íO). tlmHh• <lt>s]ll't'cicu·pmos rn t'l rx
pollt'llll', la UIIÍlla<l qut• 'il' snma al nÍJlllPJ'o 11: 

1 ~· ,. ,. 
<P( a) 1' ~ fd'J 11 12 t:: ,4 u• ~Ulu4 ,,& (73) 

1 '~0~ 11 • '! 71' 

r <·all'llh-lllOS las IH'obabilitlades ('()l'l'('SIHHidit•n[t•s a lm; l'l'l'Ol'l'S .r¡, :l':! 

..... . r, , n•t>mplazan<lo Eu:! 11 por sn ig-ual JI:! 

1 
'f'(.r,) = e r--

1 .'..! 71' Jf~ 

..! .lfl 

(74) 

4 ~r 3. 1r .t.s r 
1 ---- ----

'P (.r) = e .t .11, 12 ,,,.,. 30 .lf."•·' 

1/ :..! 71' JJ~ 



La probabilidad tlel coujunto de cn·on•s, :-erú la t·omptwsta. ohtl'
llicla por el producto dr todas las probabilidades simpiPs: 

( ) 

~.c.~, 

J> (.r) = ' 1 - r e - -3-.1,-, 

1 '! 7r Jf2 
\ ' 

(75) 12 JI! n 

para que rsta probabilidad sea máxima, d exponrnte de e d('bc ser 
mínimo: 

::; .r~; ~ .r\ ::; .r'\ +- --+ --~ +····· =1/IÍIIiiiiO. {ili} 
:! J!2 1:.! Jfz2 11 :;OJ1z3 1l2 

:Esta srrú la condición rigurosa t¡tH' deben cumplir los errores .r¡ 
para que su prohabilicla<l sea múxima; si rn esta relación hacemos 
11 ig-ual a infinito, nos qtu•da: 

o lo que t·s lo mtsmo. 

que Ps E'l fundamento <le Gauss del método de los mínimos cuadrados. 

TJa exprcsiún (76) {lcunwstra que. cuando Gauss expresó que debía 
st• t· mínima la suma de las poh•ncias parrs y no solo la dt• los cuatlra
dos, no estaba lejos de la venlad. 

Consideremos la <'xpresión (n). y hagamos 

(77) 

tomando logarítmos, resulta: 

(78) 
Si lHH'('lllOS 

(7fJ) 
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H' tcndt·á: 

l <P ( x) = 1 <P (O)+ F (.r) (80) 

Derinmdo con rcspc<:to a x, rrsnlta: 

y tamhií-n 

F' (.r)--- 1 \ _:r + _!_ f :~· l~ + 1 ¡· .r jr. + ... ~ 
fu 1 E,. (n+l) .~ ¡E .. (u+l) ;; Eu{ll+l) \ 

(81) 

X 
H<•<·m·datHlo cp11•. para-- < 1 o s<•a, para to1ln .r < c11 (11 1- 1) 

E, (n J. 1) 
~;on ,·(¡ 1 iclos lo,; drsarrollos: 

1 ¡J + X 1 
Eo (11 · 1) 

hC ÍP!Hli'Íl: 

( 1- -l 1+ =-- +- + 
l 

.l' 1 r X 1 1 
'!X /!r X 1 

cu(n+1} . co(n + 1) / c, (11 + 1} :; co(11 + 1) 

+- +"· :2 1 :r 1:; ¡ 
5 c0 (u+l) 

n sPa, c·ont¡Htt'HJHlo las relac·ioncs (81) y (f;~), 

F' (.r) -= 
1 

Lur~o: 

1- _x_ 
co(n+l) 

1 J ;¡· 

' co(n + 1) 

1 co(?1+1) -___.::__ 

Eo (11 -j-1) - .r. 

<P'(x)=__J__l co(n+1} -:r_ 

<P (X) 2 Eo EO (11 + J) ~ X. 

(82) 

(83) 



Dr t·..,to rr,;ulta: 

¡p' (.r) f 
1 .:r = 

¡p(J.) 
(84) 

l!U<', integrada ent rr o y .r nos dá: 

f ,, ( n H) z C0 ( n+ J)+:z: 

.r] 21 . -f[fo{11+1} + .rl - 2t + 

+ 1 [ Eo (u + 1) ] '' - 1 
(8.!) 

Pas:mclo a los autilog-m·itmos, n•sulta: 

<P(o) -
CJ +1) :r C1( n+l) + .r 

[Ec{ll ·-1)-.rl 2f, [Eo(n-+1)-.r] 2c,-
(8U) 

~!Ul' srní otra J'm·nw tlr ht l'utH·i(m tlt' la prohahilidatl. qHP tamhi{·u po
ch·á <'st·t·ihirsr: 

o biru: 

:r 

1 
r 

Eo{u 1 1)-.r 121: 1 
--:======- E1 (11 _¡_ f) · J' - ~' :¡:-1 (t;7) ¡J 27rEo~ 1, 1 E,"(n+1l-.r" l2 ' . 

1 

¡/ 27rEo~ 

1 - .r _ 
Eo~+ 1) 

1 + .l.' 
E (11-1 1) 

E"{n+JP 

:r 

Estas expt·t·simws st•rítn Yiilitlas para totlo Ya lor dt• .r mrnor qnc 

Eu (11 : 1) rs dt•eir. clrsdr " hasta .r = En 11. 

Pnt·a podrr <·alt·ulat· ht l1l'Obahilidad ¡p( r ) <lt• dt•syíos o dr crrot·rs 
s<•rú IH'<'I'sario d Pt t•rm inat·, t•n bast> n 1 t•onjnulo <1<' dPsYÍns o rrt·orrs. los 
Yll]OI'l'S dt• Eu r 11. 

La'-1 rxprrsiours ( ;)1 ). ( .í~ ) ~- (:):1 ) se JHHlt·ítn utilizar t·mmdo 1'1 
nlmwt·o tlP mNlit·ionrs c•s muy l!l'ilJHlP; <1<• lo <'Onlrario. sr obt('n<lrún 
Yalores <'lTÓnros. 

Es prefrrihll'. <'ll la pt·úetü•a. d<'IC't'mimtJ' los nllm·r..; más prohahl<>s 
dt' Eu ~· 11: para Pilo, ennsidpt·rmos llJHt s<'rÍP dl' r l'JTOI'('S, siPtHio la pro-



~;) 

1 

( 
1 )" + 2 ll+ -
2 -(n+1) ~ 

___ _:_x~"-

cp (.r) 
.,¡-,.-

2-rr (n+1)"+ 1 
1: h 1 2K(2K 1) 1,,'" (11 + 1 )·h 

] ,a prohahili<la<l cl('l (•OJJjunto. S<'I'Ít <•1 Jll'()(ltwto dt> las prohahili<la
<lf's sirnpl<>s. o s<•a, dE-sarrollando l'l Pxponpn(C' .'" oprrando: 

(¡! -;~ ) 
r ( J)' (n +~ ) 

~:tl ,, ·' 
11 + 2 ~· 

p = . (' 21.,'(11 .¡. /) J21.'(n+IJ' 
(n+l)'r +'J 

(8lJ) 

Tomando lo~aritmos, resulta: 

IP l(j/-2f~ )'+r(m+~)t(n+ .!)- r{lt+1)1(11+1)-lfo -

~ J'6 

n rl (11 + .~ ) + r- r 1 (11 
~ .r~ 

1)-r+ + 
.2 fo ·• ( 11 -l- 1/ 

+ .... .. 

'111<' ('S la <lt•rinHla c•on l'('SpPcto a 11: simplifi(•llJHln, resulta: 

11-t-1 
{ - 1 

n+ 
3 

l'C'<'IH'< la ndo e¡ u e : 

r 

1 ~ .r2 • 1 ~ :r' 
------- -t -- + 
2Eo2 (n+1P r 4Eo4 (n+1;1 r 

1 +---
(j Eofi (11 + l)'i 

r 

,... 6 
~.r ·+ ...... 

J" 

r 

(.90) 

(.91) 

(9:!) 
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rrsulta: 

1- Jfr. ..... . 
(] Eo1 

{ 11 - 1} 

Dt•riY<lJHlo la (flO) rPsprcto a fo, s<.> ohtien1•: 

O=-
E o 

qtH' simplifi<·;ltulo _,. n•¡·onlanclo las J'l'lacionrs (!l~ ), rPsulta Sl'l': 

1 

111-1 

] ra~amos: 

R = En { 11 + 1} 

1 1+ 

(lJ3) 

{lJJ,) 

(D.i) 

n-t-1 
Y tksarro]JarHlo { -
• 1 

11 

1 1 rn ~<·ri<•, l'Psttlta, ¡·onsrrY;IIHlo s61o 

11-r ;3 1 -t ) 
..-11 

.Jos t 0J·m ino~: 

1 .'3 
(l)(í) ----= 

Pm· ser 
1 

11-t-1 

1 
- .!.___ + .... , tomanclo -.úlo dm~ f<~J·minos, la (fl-t ) 

11 11~ 

re:-nlfa: 

= 
Jf~ ,uj 
--+-

E~ 8 E 4 
(DI) 

1 1 

11 

~implifi<·alHlo la (!Hi) se ohtirnr: 

1 3 (lJ8) 
lt 
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(_'onsenamlo sólo tlo.., términos tle los th•sarrollos 1_!!7) ~- (%), ~

restando la 1'1 de la ~;1 , re,., u Ita: 

][¡ 1 
(9U) 

O E4 4 112 

) ful tiplitanllo la (!J 7) por ;3 y la (HH) por~.)" l'e:-.lantlo, se obtiene: 

Jf2 1 J J /1- J 
--=----~-

E2 11 3 112 .3 112 

dt• la (!ID) M' obtil'llC: 

e, sra: 

dt• la ( lOO) , re~mlta: 

4 ¡¡2 J[ 

r• '.) 

E • ,,-2--
'=11 1 3 JI, 

~ 2 11 E'!.= . ..., u ... 2 

211-3 

Igualando amhas expre~ioncs: 

2112 M~ lj ¿ = 11 J1 2 
2n-3 3 

d1· dond<·: 

1/ 32 JI, 

llllC nos da PI níunero de enores elellH'ntah-s 11. 

De la ( 101 ), rPconlantlo la (!J;)), re:-.ulta: 

u sea: 

2 
3 .\1, 

Eo=-------
u+l 

I'Xpn•silÍn c¡llt' nos da el Yalor ckl t'lTOI' !'lelllt'Hlal tu. 

(100} 

( lUl) 

(1 02) 

(103) 

(m~) 



El t't'l'Ol' lllÚxiuw, st• obl\•1H irú l'llll la rt'laci(HI: 

.1' 11 =fu 11. {/lllí} 

El Yalo1· di' 11. dado pot· l¡¡ l'Piacit'111 ( lUl ). dl'ill'J'a rt·tlnndPHrsc al 
L'IIÍl'l'O mús p1·úximo. 

Considl'n'lllos, a título <1P (',it>Hlplo, t' l siguil'Htl' l:OIIjunto <ll' dl's\'Íos: 

y y~ Y' 

0,3!J o,:l-IIH o,l:! 11 í:JGl 

0,43 (1,:.!0:.!3 O,IIIJOOii:!.) 

0,40 o,tliOO o,o:!.'ífiflOOO 

n,:13 0,10~!) 0,011 '0;)!1:!1 

ll,:!!l o.o . ..,n 11,110/0í:!&l 

0,:!6 O,Oti7fi o,ooJ.ítiD7ti 

(1,18 0,03:!4 11,0010-!!176 

ll,ll 0,01:!1 ll,fltllll-lü.J.l 

O,O!J O,OOSl 0,0000\i;)(jl 

0,04 O,OOlli ll,t•0000:!3ti 

-0.01 0,0001 0,0001 (l(ltll 

-0,03 0,0{10!) O,lHHIOUO'il 

-0,07 li,OOHJ O,IIIIOO:!JOl 

- 0,1:! 0,111!4 o,uon:.?o;:w 

-0,1!l 0,11:1111 O,OOl:lO:l:! l 

-0,:!-t 0,0.376 n,oo:::n ;;¡; 

--0,:!7 o,Oí::!J n,ou:¡;¡¡ J41 

- o,:n 0,0061 O,fiOH:!:::¡:.? 1 

- 0,:!!1 0,13:!1 O,O:.!:J I .\111 

-0,47 0,:!:.!0!1 0,1!1'>/!ltiS 1 

-0,36 o,:ll3ü o,onsa t-10ü 

1 ,!l!l,jO O,lll:.!:!:!l!l4 

r = ~1 

.\P = ll,ll!l!lí."í 

:.1 • = O,O:!ll:! 



.\ plieamlo las l"l'l<li'ÍOIII'l> 

~ ,."!. ~ ,.t 
- !1 .1/ ¡ ~ 

r - 1 r - 1 

r 

r- l. 

ohtl•Htln•Jtto~ los lllOilll'llto,.., tlP ·>•! y -1:• onlt•n de los l'lTon·s Yerdath·ro-.;, 
l'll funeitín tlt• los d<•sdos. 

('un la relaciím ( 1 0-l ), '-l' obtit·IH': 

V-~ · .r U,U.211 .! 
JI= _ __ _ _ w __ - -- -- =fJ,'/8 / /() 

1 o l' ~;- . V,U.21U- n,0.9lJ7ii 

('un la (10.) ) re:-;ulta: 

~/ 1U . o, JJ.iS 
fo = ..;..__ _____ ___ fi,O.'JS 

11 

El l'l'l'Or 111Íixi111o dado por la ( lO!i), e,.., 

.C ,¡¡ = fo 11 - 0,9SU 

~¡ takulamos l'l t'l't'or llll'llio 

JI/ = 1 
,. . _, 
1' 1 

lJ,JJij 

lJIIl', lllllltiplil'<lllo por :~ no,.., da. aproximadamelltt•. l'l dt•s\·ío llt;Íxilun. 
l'fS\l[ta: 

, .. ,, = S m = 0,9.18 

<¡11l' l':> tlltl,\" próximo al t'ITOt' hallado. 

El Yalot· .r.1I · fo 11 t·.-.; d l'tTot· múximn wlmisihlt•: para hallar l'l 
Üe:;\'Ío múximo 1'.11 • rl· ~onlan·wns qtw 

r 1 
r 

bÍ\'11\lo ¡· l'l dl's\'ÍO y .1· l'l l ' l'I'Ol' wnlatl<·ro. 

( /lli' ) 
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Para nu<':-;ft·o ca-,o, 1' = 21, n•snlta: 

,-,>u 
r_~, =.r.l! l ;1 = f),l).i7 

Este valor del tle:-;,;ío múximo nos ))('l'lllil irú d imiuar d!' la ser H'. 

a(¡tu•l <lt•svío (!ll<', por sobrt'}Htsarlo, se <l1•ba eousiderar anoi'Iltal. 

('muo sp ohspn·a, es!<• valor s!' a¡H·oxÍHHI miis al dPl dl's\·ío múximu 
dado por la rt'latÍÚH 

.t'..1t = 3 111 = O,V48 

Conocido los \'alun·:-; dL• Eo y 11 :,e puJrc't apltear cualquit•ra de las 
l'uneion<·s d<• probabilidad halladas; pero eomo estas funcion('s expresan 
la probabili<lad <k los l'ITores y¡•rdaderos, si se <1uiere ponerlas !'11 fun
tiún dP los <l<•s,·íos hahrú que expresar éstos <•n ba:-;e a los !'lTon•s ver
Llad!'I'O>l uwdiant1• la rl'la(·ión 

1' 

r-1 

r 1 
r. 

( 1 os) 

( 1 o9). 

Para (·alcular la probabilidad el('JIII'lltal q> (t·) d t', S!'I'Íl JH'cc ·~ ai'JO 

multipli<·ar ((' (t•) por Pl d1•sdo dil'!•n•neial rl 1', quP s(' oht!'IHlrÍI dP 
la ( 10'\) 

rl.r = d ,. J 
¡-

1' 1 

J ~a prohabilidml deilll'lltal, >-l'l'Ú: 

.p(r) d(r) = 
( 

1 )(•d ~) 1 
11 + 2 , lt e 

2rr 

( 1) (u-'· l) ~l r-i -
11 t- f o __ 

r 

-(·r-fl) ~ 
e ¡.,·=1 

l'a ra el taso <'s( uclia(lo, en (!tiC: 

11 = 11 

Eo = n,OD.'J-

1' =- 21 

11+1=1.!. 

r 
r - 1 

= 1_,flt.1 

( fl(}) 

21\"(2K- J)f ,"•(n+l)'" 

( 1 11) 



:n 

ia prohahil idad cJ¡•nwnt al srrú : 

- 4,94-lfí •• - 0.679J.I•' - 0,2239 ,. - .. '. 
¡p(1) I{C =- J,2üf8 • (' (/(', ( JJ2) 

TJn fnlH·iún <1P <:anss, para('] mismo t·<tsO. rrsnlta S<'l': 

- 5,0072 •. 
cp(t)dr = 1,e(í2.', ,, . dr. {113) 

Como si! w, la fnn<·ión (11 2), lHI J'H 1· 7 n, <la 

cp(o) = 1,2(¡78 

mil'nt J'as r¡nr (11 :l) cla 

mrnor CJlH' la ant r1· ior; ¡>-.;(o 1''-\ l úg-i<·n, .''a fllH' la f'mwión d1• C:anss, al 
I'Xt(•JldPI'S(' Plltl'l' :C r -;- :C ¡]p])(' tPJH'l' OJ'(ll'llilcJa<; lll('llOl't's flll<' las ('0-

I' I'I'S)l!ll lCli <'ll(!'s a la llll<'\'11 flllH' ión. 

( ';ll <·llla r rmos 11n JIII<'YO Pj<•mplo. ¡·on la signirnlr sc•riP clr cl!•syÍos: 

\' Y' Y• V Y" Y' 

_0,::3 O,ll;i:!!l O,OO:!i!lS 11 0,17 0,0::! !l o,ooo . .;;¡,;~J 

O.:!:l o,o;;:!n O,OII:!i!l~ 1 l -O. I'l o,n:l:! 1 O,OOIOI!Ii<i 

0,(11 0,0001 o,ooooooo1 o.,., ,.,_ 0,10:!+ o,0104s.;;r. 

- 0,111 0,110(11 n,ooonooot -ll,:l:! 0,10:!4 (1,0]041,.)j() 

o,:l.í 11, l:!::!.i O,Ol.íOO():!;¡ --O,Oii o,OO:lfi 0,11000 1 :!!lli 

o,:w o, 1 ~!JG o,o llii!ltil (1 o,o;; 0,011::?.; o,OnOOCl!i::?;; 

0,2!1 n,os.u O,OCliOi::!Sl .o.o~ O,OIIIi4 0,000040!1() 

0,0~ 0,006-! O, 0000 1 O!lCi O,Oi 0,00 l!l 0,0000:!401 

- o,:l7 o, l:lH!l 0,01'-i -!lfi 1 _0,2!1 o,o.q 11 n,OClilli2'>1 

0,0:! 0,1100-! n,oonooOI<i 0,::!!1 o,o-;n o,OOiO"i:!<n 

-0,0::! o,nOO-! O,IHIIIOOOl G - O,OR 0,0061 O,OOOO-Wfl6 

-O,:L; 0.1 :!::!;¡ O,lll.iOOfi::!.i O,O!l 0,00 .... 1 O,OOOCHi.iiH 

o,:l.i n,l ~~,:¡ 0,01.i00():!.i 
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V Y' Y' y Y' y • 

0. 1 :~ !1,01ti!l O,OOII:!s.'jtil -0, 11 0,01!Hi 11.00fl :1 '< 11ti 

0,1:: 0,1111'!1 !1,11110:.!-..:itil ll,l.i 0,!1:.!:!.1 tl,flllll.iGti:!:; 

o.~ 1 fl,(l.'jj"(l O,OO!l!:I/ili - 0 ,:1 1 O,ll!lti l O,llll!l:.!!\.1:.! 1 

-O,:.!:l o,n.;:.:!l tl,IIO:.!i!l'-.41 -o.:!;; o,o::~l O,O J.í l tlli~.i 

- O.~l O,O.íi'li 11,on:::n i' ífi 0,1 S 0,1 :!:.!.) 11,0111 o Hl i ti 

o,~;) O,tHi~.) 0,(111;\!lllli:!.í O.!li O,J:ltifl O,llhilltil 

- O,l!l fl,fl !llil 11,110 1:\11~ :!1 11,1!1 11,11] li:l 11,!100:!-...-,;1 

n.1s H,n:~~ J 0,0010 l!lili o,.tn 11,:.!11 (i II,IIH ii·l .í li 

-O,~:! 0,04' 1 o,no:.::: l:!.iti o,.¡,¡ fl,:!llii O,IJ-llii l .iti 

O,:.!:l 0,11.1:!!1 ll,IIO:!í!l'l4 1 _11,1.1 0,0:.!:.!.) 0,0()•1.111 i:.!.í 

0,1 ~ 0,0111 ll,IHlii:.!Oí!lfi 11 ,11 0,01% O,lllltl:~ .<, l l ti 

-11,:!:! 0,111'-.t 11 .1111~:: l:!:íti O,O'i O,!IO!i 1 fl,illlflll.jll!lfi 

0,0!1 0,00'>1 0.11110tlli.'ílil -O,fh II,IIOii! ll,lillllillil!lfi 

-n,n:1 0,0011!1 ll,IHliHlilfl'< 1 (1,:! l 11.11+-l 1 ll,llill!IH~ l 

n.o:: tl .flOil!l 0,110 11111)0-..1 ll,:! l 0,11111 11,1101 !ll-l' 1 

11,10 11.0 !lltl ll,ll(tllltl(l(l(} 0, 1:: o,n lli!l o,onn:!.., ,;¡; 1 

o,n!l 0,00'< l O,ililfl!l ti:itil ll, 17· 11,11~'>!1 ll,IIOII ~:L):!1 

!1,14 0,111!11\ tl,llilll!l'-llli O,:!!J 0,1~'>41 il,OIIi!lí:!'< 1 

_O, l .) 0,0~:!:; O,lliJILillti:!,'j - 11,1.1 O,O:!:!.i O,OOO.íllli:.!.i 

- 11,10 n.n::til 0,1111 1 ;\1}:1:! 1 il,l.i n.o~~.; O,Cllltl.)flli:!:i 

ll.:!S n.o;q ft,IH!till!i.)ti 

0,0!) o,oo¡., 1 ll,0000ii.íli1 
~./ = :I.G:?:?H 

lt, 1.) 11.0~:.!.; O,OOO.I!Iti:.!.l 

-o, a o,OI!lti ll,llOO!l.,-!lG 
, .,\" 
....J u - - o,: ¡so.-,! 1020 

O, 1 l o,O l!lli o.noo:lsJ IG 
:.r = o,'Jb!Hi:.!í 

- 11,1 1 tl,ll1!lli tl ,!lll ll!ls.t u; 

11, 1!1 ll.'I!Hil o,OOI!IO::!l 

0,!\0 0,0!100 O,!IOS 10000 

-11,1!1 0,:.!40 1 tt,o:;;¡;¡ '<lll 



33 

Aplicando las rPlaciones ( 10-!), (103) y (106) , resulta: 

11 = D 

Eo = 0,0/S;j 

.rJt = U,Ufí:! 

El error medio enadrátü·o :será 

1 

m - 1' Eo 11 O, 'l 18 

El error medio obtenido (•on la suma de los cuadrados de los 
desvío'> es 

111= 1 1 1 1 
11 - 1 

0,'222 

Si aplieamos la relación 

para obtener el desvío máximo. se tendrá: 

.r1
.1f = 0,663 

valor muy próximo al hallado para :r.lf· 

Es evidente que las relaciones (10-l ) y (10:5) son solo aproxima
das, ya que se desprrciaron numero,;os términos; para los Yalores que 
ellas proporcionan, son suficientementr exactos para los fines pi'Úcticos. 

El error máximo .r.1r. tl'ansfol'mado en dPsYÍO múximo por la re
lac:ión ( 109) 

¡-;::_¡ 
~'.1r = X.1r 11 

- = 0.6.j{ 
1' 

permitirá eliminar obscnaciones anormales. 
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LAS PUBLICACIONES DEL INSTITUTO GEOGRAfiCO MILITAR 
s<> hallan 1•n ve1lta al púlilie·o Pn g('lll'l'nl eJt la Sección Ventas, Avenida Ingeniero 
Huergo 251, h•r. Subsuelo, 'l'. A.: ::± - -'i~L)í. 

Informes generales: St• ,·oliritan C'll el Instituto Geogr{¡fico Militar (Sección Biblio
teca y l'uuliendonL·s), .AYeHida Cabildo ;:t-.1, T. A.: 70-::0:11, Interno 12. 

A - Libros y Folletos 

Pam mayores datos pídase el Cutiilogo de I'uhlicaciones Técnico-científicas. 

La serie "Puhlicacione,; Té•-nicas" (antes "groclé"itaR''), a que pertenece el pre
:H•nlc folleto, se compone de: 

1-Tabla de coordenadas planas G;Juss-Kriiger de las esquinas 
de la cuadrícula 5' en 5' entre las latitndC's 21 • y 56•, 1D40 

2- Tabla de ra<lios ele cun•atura y arcos de meridiano y pa
ralelos eutre las latitudes 21- y :'itl• (Eiipsoi.rle de Referencia 
Internacional), l94l ............................... . 

3- El ¡noblem!l. de la me!1icicín de lw~c, geodésicas, 1941 .. .. 

N9 -±-Contraste rle miras para ni,·elarieín de alta prPeisión y de-
tt>rmina~ión de sus dilataclonrs térmi<·as, 19-H ... .. ... . . 

Nq 5-Precisión el el pl'imcr l:Jdo de una t ri~mgulación a través 
de una J'eel de ampliación rómbi¡·a simple y prueba de la 
ecuación lateral, 1918 (2• Euición) ....................... . 

No G- Nivelación general del país. Tomo primero: Hegistro pro-

$ 0.00 

" 
2.50 

" 
5.10 

" 
3.00 

" 
l. 20 

rústica 
visiona] de cotas. Tomo 3egundo: Gráfico~, 1945. . . . . . . . . . . . . , 9. 00 

encuader. 
" 12.00 

N~ 7- F6rmulas para el c•:'cle·ulo :1 m:'cquina <le triangulaciones de 
enlace y prohlcn1a <le la Cartn, 19-Hi. . .................... . 

No 8- Resolucio11es Hohrc nin•laci.ón de alta precisión tomncl:1s en 
log últimos congrrsos georlésicos, 1940 (agotada) ........... . 

~9 D- Coordenadas planas l'l~l'13Hgnlrrns Gauss-Iüüger, nuevas fór
mulas y 1ahl:u¡ pnra rúlcnlo c·on m[cr¡nin;c, HHfi ... _. _ .... 

-:\9 lO - Símbolos y not:H·ioncs técnicas, l!l±ti .... . ...........••.• 

No 11- :\[étodos r1e CompPn~a!:i(m ele la 'rriangulación FuntlamC'ntal 

N• 1:!- El 1Pnrema rll' !--;<'lcrcihcr ele la elistrihue·ií>ll m:'is fa,·oral,lc tll' 

" 
1.50 

,, 3.30 

" 
l. 3.; 

" 
O.fiO 

" 
8.00 

los pesos en las rNles ele am1lliación el¡• las ha Res geo<léRic:tR ::; . nn 

);•! 1:1- Gclleralizae·iílll 11<• la LPy de Proll:chiliclacl ele los ErrOI'l'H 1ll' 

ObsrrYai"ÍÚII 5.:1() 

B - Ca1-tas y Mapas 

Para ilustrarse sobre las hojas aparecidas y iUS p!·ecios, solicítese el Catálogo del 
Material Cartográfico. (Precio $ 0.7G). 
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